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Vorwort

Das drehschlagende Bohren, eine Kombination des Rotary- und des Schlagbohrverfahrens, ist
ein hocheffektives Verfahren fiir den Aufschluss und fiir die Exploration von Lagestitten. Die
in derartigen Anlagen entstehenden hydraulischen DruckstoBe werden mit Hilfe von
spiralformigen Druckkompensatoren abgebaut. Trotz der groen Bedeutung dieser
Kompensatoren fiir die Gewéhrleistung einer hohen Betriebssicherheit, Stabilitit und
Intensitit des Bohrprozesses gab es bisher keine geeignete Berechnungsmethode fiir ihre
optimale Auslegung und Konstruktion.

Die vorliegende Arbeit entstand im Ergebnis einer engen Zusammenarbeit mit dem ,,Institut
fiir theoretische und angewandte Mechanik* und dem ,Institut fiir Hydrodynamik* der
Sibirischen Abteilung der Russischen Akademie der Wissenschaften in Novosibirsk.

In den Jahren 2000/2001 wurden die Stromungsprozesse im spiralformigen Kanal des
Kompensators mit Hilfe eines eindimensionalen mathematischen Modells beschrieben und
untersucht. Die Ergebnisse dieser Arbeit wurden in dem Journal ,,Fluid Dynamics Research*
[3] veroffentlicht.

Gegenstand der wissenschaftlichen Zusammenarbeit in den Jahren 2001/2002 war die
dreidimensionale mathematische Modellierung des Stromungsprozesses im spiralférmigen
Kompensator. Mit den dazu entwickelten numerischen Rechenverfahren und Fortran -
Programm wurden eine Vielzahl verschiedener Stromungsvarianten untersucht. Die
Ergebnisse, einschlieflich einer Reihe von Vorschligen fiir die weitere Verbesserung des
Dampfungseffektes von spiralformigen Druckkompensatoren, sind in dieser Arbeit
ausfiihrlich dargestellt.

Die vorliegende Arbeit wurde von Herrn Prof. em. Dr.-Ing. Claus Marx (Altrektor der TU
Clausthal) inspiriert. Die Autoren danken ihm und dem Direktor des Instituts fiir Erd6l- und
Erdgastechnik der TU Clausthal, Herrn Prof. Dr. Reichetseder, fiir die finanzielle und
moralische Unterstiitzung bei der Losung der sehr schwierigen und zeitaufwendigen

wissenschaftlichen Arbeit.

Erfurt/Novosibirsk, Januar 2003 W. Schacht
E.V. Vorozhtsov
A.F. Voevodin



Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein dreidimensionales numerisches Modell fiir die
Berechnung des Dampfungseffektes einer pulsierenden Stromung in einem spiralformigen
Kompensator mit rechteckigem Stromungsquerschnitt vorgestellt. Derartige Kompensatoren
werden zum Beispiel in drehschlagenden Bohranlagen, eine Kombination des Rotary- und
Schlagbohrverfahrens, zur Ddmpfung der hydraulischen DruckstéB3e erfolgreich eingesetzt.

Die Losung der Aufgabe erfolgt durch Adaption der Methode von Roe erster Ordnung zur
Berechnung von dreidimensionalen Stromungen barotroper kompressibler Fliissigkeiten in
einem raumlich gekriimmten Netz. Auf der Grundlage dieses Modells wurde die Druck- und
Geschwindigkeitsverteilung sowohl im Kanal als auch an seiner oberen Austrittsoffnung
berechnet. Ein Vergleich mit den Ergebnissen der eindimensionalen Berechnung auf der
Grundlage der TVD - Methode (Total Variation Diminishing) zweiter Ordnung zeigt, dass die

dreidimensionalen Berechnungen einen etwas grofleren Dampfungseffekt ergeben.
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1. Einleitung

Das schlagende Bohren ist eines der &ltesten Bohrverfahren. Aufgrund seiner niedrigen
Bohrgeschwindigkeit wird es zur Zeit nur noch in wenigen Féllen eingesetzt. Seit der Mitte
des 19. Jahrhunderts haben sich drehende Bohrverfahren durchgesetzt, die hinsichtlich ihrer
Produktivitit und Effektivitit stindig weiterentwickelt werden. Fiir die Erkundung und
ErschlieBung von Erddl- und Erdgaslagerstitten werden gegenwirtig im zunehmenden Malle
drehschlagende Bohrverfahren eingesetzt. Das drehschlagende Bohren, eine Kombination des
Rotary- und des Schlagbohrverfahrens, hat im Vergleich mit dem reinen Rotary — Verfahren
folgende Vorteile:

- hohere Bohrgeschwindigkeit im mittelharten und harten Gestein;

- bessere Bohrlochrichtungsstabilitit;

- geringerer Verschleifl auf Grund geringerer Drehfrequenzen und eines geringeren

Bohrandruckes.

Das drehschlagende Bohren wurde mit hydraulischen Hammern unterschiedlicher
Konstruktion realisiert [1, 2]. Eine Besonderheit bei der Stromung der Antriebs- und
Spiilfliissigkeit in drehschlagenden Bohranlagen ist die Bildung von DruckstoBen. Diese
DruckstoBe (auch StoBwellen oder Wasserschlige genannt) konnen sehr hohe Werte
annehmen und zu einer Zerstérung der Bohranlage fiihren. Sie entstehen durch den Aufschlag
des Hammers auf den Amboss und breiten sich nach oben und unten in der stromenden
Fliissigkeit aus. Durch den FEinbau eines spiralformigen Kompensators oberhalb des
hydraulischen Hammers soll die Intensitit der Druckstole nach oben (entgegen der
Stromung) verringert und nach unten in Richtung des Meif3els fiir den Bohrprozess maximal
genutzt werden. In [3] ist der Aufbau und die Funktion eines derartigen hydraulischen
Bohrhammers im Zusammenwirken mit einem spiralformigen Kompensator ausfiihrlich
beschrieben.
Fiir die optimale Auslegung und Dimensionierung derartiger Druckkompensatoren ist die
mathematische Modellierung des instationdren hydrodynamischen Prozesses in dem spiral-
formigen Kanal von groBer praktischer Bedeutung.
In [3] wurde ein eindimensionales mathematisches Modell fiir die Beschreibung des
hydrodynamischen Prozesses in einem spiralformigen Kompensator auf der Grundlage der
Masse- und Impulserhaltungssitze fiir eine nichtviskose kompressible barotrope Fliissigkeit
vorgestellt. Die Losung der abgeleiteten Gleichungen erfolgte mit Hilfe von zwei

verschiedenen Finite — Differenzen — Verfahren, dem Verfahren auf der Grundlage einer



Trennung der physikalischen Prozesse und dem bekannten TVD — Verfahren. Durch
umfangreiche Berechnungen konnten optimale Parameter, die einen maximalen
Dampfungseffekt der Druckstof3e gewihrleisten, fiir eine verbesserte konstruktive Gestaltung
von spiralformigen Druckkompensatoren abgeleitet werden.

Die eindimensionale Beschreibung des instationidren hydrodynamischen Prozesses in einem
spiralformigen Kanal beriicksichtigt jedoch nicht den Einfluss der gekriimmten Wénde, die
damit verbundene komplizierte Ausbreitung und Reflektion der StoBwellen und die sich
bildenden Zentrifugalkrifte in der Fliissigkeit. Deshalb wurde von den Verfassern das
entwickelte eindimensionale Berechnungsverfahren auf den Fall einer dreidimensionalen
instationdren Stromung kompressibler Fliissigkeiten in spiralformigen Kompensatoren

ausgedehnt.

2.  Auswertung aktueller Fachliteratur

Die Ableitung und Losung des dreidimensionalen Modells war von Anfang an mit der
Aufgabe verbunden, ein geeignetes Finite - Differenzen - Verfahren fiir die Sicherung einer
stabilen Losung des oben beschriebenen komplizierten hydrodynamischen Stromungs-
prozesses in dem spiralformigen Kanal zu finden. Auf eine Reihe wichtiger Arbeiten, in
denen Verfahren fiir die numerische Modellierung zwei- und dreidimensionaler Stromungen
kompressibler Gase und Fliissigkeiten in Kandlen mit gekrimmten Wénden vorgestellt

werden, wird deshalb im folgenden Text kurz eingegangen.

In [4] wird das klassische TVD - Verfahren zweiter Ordnung fiir die numerische
Modellierung der Ausbreitung ebener StoBwellen im Medium Luft in einem
zweidimensionalen Kanal mit 90°-Kriimmer eingesetzt. Die Machzahl der StoBwellen betrug

M, = 2,2. Die Ergebnisse der numerischen Berechnungen weisen einen ausgeprigt

instationdren Charakter der von den Kanalwinden reflektierten Stoflwellen aus, obwohl diese
vor als auch nach dem Kriimmer zunichst in vollig geradlinigen und zueinander parallelen
Winden verlaufen.

Verschiedene Finite - Volumen — Verfahren, z.B. das TVD - Verfahren von Godunov zweiter
Ordnung, werden in den Arbeiten [5, 6] fiir die numerische Modellierung der

Wechselwirkung von StoBwellen (M = 2,1) in einem zweidimensionalen Kanal mit

gekriimmten Winden vorgestellt. In diesem Fall lagen die geradlinigen Wénde des Kanals



nicht parallel zueinander. Auflerdem wurde noch der duBerst komplizierte Fall ,,Gekriimmter
Kanal mit zwei zylindrische Einbauten® untersucht. Fiir die Losung dieser Aufgaben wurden
sowohl strukturierte als auch nichtstrukturierte riumliche Rechengitter eingesetzt.

In [7] sind die Ergebnisse der numerischen Losung einer dreidimensionalen Strémung um
einen Zylinder, der sich in einem geradlinigen Kanal mit quadratischem Querschnitt und in
einer laminaren Stromung befindet, dargestellt.

Die numerische Berechnung einer stetigen zweidimensionalen Unterschallstromung von einer
reibungsbehafteten kompressiblen Fliissigkeit im Stanitz Knie erfolgte in [8] mit dem Roe -
Verfahren, ein approximierter Riemann-Ldoser fiir gesplittete Druckstdfe. Die Diskretisierung
des ebenen Gebietes innerhalb des Kanals mit gekriimmten Winden erfolgte durch den
Einsatz eines strukturiert gekriimmten Rechennetzes mit vierseitigen Elementen.

In [9] werden Verfahren erster und zweiter Ordnung fiir die numerische Modellierung einer
dreidimensionalen Uberschallstromung in einer Diise, bestehend aus einem flachen Kanal mit
10% sinusartigen Erhebungen auf den oberen und unteren Wénden, eingesetzt.

Ein implizites Differenzen - Verfahren fiir die Berechnung einer dreidimensionalen Strémung
im Versuchskanal von ONERA (Organisation Nationale d’Etudes et Recherches
Aérospatiales — Nationale Organisation fiir Luft- und Raumfahrt Frankreichs) , der aus drei
ebenen Wiénden und einer Wand mit einer Ausbuchtung besteht, wird in [10] beschrieben.
Der Scheitel dieser Ausbuchtung bildet mit der Kanalachse einen Winkel von 60°. Ein
charakteristisches Merkmal der betrachteten dreidimensionalen Stromung war das Auftreten
schiefer Sto3wellen, die von den Kanalwénden reflektiert wurden.

Die Auswertung der Fachliteratur auf dem Gebiet der mathematischen Modellierung und
numerischen Berechnung von dreidimensionalen Stromungen war in erster Linie auf die
Gewinnung aktueller Kenntnisse iiber Stromungen in rechteckigen Kandlen orientiert. Eine
Vielzahl experimenteller Untersuchungen gibt es auf dem Gebiet der Reflektion von
DruckstdBe in gekriimmten Kanilen. Ein guter Uberblick iiber diese Arbeiten ist ebenfalls in

[4 — 6, 11] zu finden.

3. Herangehensweise an die Losung der Aufgabe

Nach Auswertung der aktuellen Fachliteratur konnen zwei entscheidende Unterschiede

zwischen den oben genannten Arbeiten [4 — 6, 11] und der Aufgabe {iber die Ausbreitung von

StoBwellen in einem spiralformigen Kompensator abgeleitet werden:



e Die Machzahl M der StoBwellen im spiralféormigen Kompensator ist nicht grofer als

0,03 , d.h., die zu l6sende dreidimensionale Stromungsaufgabe gehort zur Klasse der
Stromungen mit kleinen Machzahlen.
e Die Wandkriimmung des spiralformigen Kompensators besitzt keine Spriinge, d.h. sie
ist im Vergleich mit den Aufgaben [4 — 11] {iberall gleich.
Wie bereits in [11] festgestellt, wird die durch Reflektion an den Wénden sich einstellende
StoBwellenkonfiguration in erster Linie von der Intensitit der einfallenden StoBwelle
bestimmt. Ist der Winkel zwischen der StoBwellenfront und der Reflektionsfliche groBer als
90°, so erfolgt eine Diffraktion der StoBwelle, die durch Bildung von Expansionswellen im
Gasstrom hinter der StoBwelle charakterisiert wird [11]. Genau diese Situation entsteht auch
in den zweidimensionalen Aufgaben [4 — 11], wenn die erste ebene StoBwellenfront den

Beriihrungspunkt der geradlinigen und gekriimmten Rohrwand erreicht.

In der zu I6senden Aufgabe besitzt die vertikale Wand des Kanals iiberall ein und dieselbe
Krimmung und der Winkel zwischen der ersten ebenen Stowellenfront und den
Kanalwinden ist gleich 90°. Die Bedingung fiir die Diffraktion der StoBwelle wird deshalb
nicht erfiillt. Im Vergleich mit dem Fall der Diffraktion der Stowellen in den Aufgaben [4 —
11] vereinfacht sich damit das Bild der Stromung erheblich.
Trotz dieses Vorteils ist der Rechenaufwand fiir die zu losende Aufgabe aus folgenden
Griinden sehr hoch:

o Komplizierte Geometrie des raumlichen Rechengebietes;

e Notwendigkeit der Durchfiihrung von mehreren Tausend Zeitschritten zur

Gewdihrleistung einer hinreichenden Stabilitdt und zuverldssigen Aussage iiber den

maximalen Druck der Fliissigkeit am oberen Ausgang des Spiralkompensators.

Ein moglicher Weg fiir die numerische Modellierung von Stromungen mit kleinen Mach-
zahlen ist der Einsatz von expliziten Differenzen - Verfahren. Diese Verfahren haben den
Nachteil, dass die Zeitschrittweite begrenzt ist. Nach Courant, Friedrichs und Lewy (CFL-

Bedingung) gilt grundsitzlich, dass sich wdhrend der Dauer eines Zeitschrittes a ¢ keine

Information weiter als eine Gitterzelle ausbreiten darf. Die CFL - Bedingung lautet daher:

AX

max

Alep, S Atepy =

]+,

Selbst dann, wenn die Geschwindigkeit der Stromung im Vergleich mit der



Schallgeschwindigkeit praktisch vernachldssigt werden kann, miissen zur Einhaltung der
CFL-Bedingung noch sehr kleine Zeitschritte gewdhlt werden. Aus diesem Grund gibt es fiir
die effektive numerische Modellierung von Fliissigkeitsstromungen mit kleinen Machzahlen
spezielle Losungsansétze.

Wie im folgenden Text gezeigt wird, sind diese Losungsansitze nur dann zuldssig, wenn es
sich um eine sogenannte glatte, d.h. um eine stetige Stromung handelt. Die in drehschla-
genden Bohranlagen eingebauten Spiralkompensatoren sind jedoch einer stoBwellenartigen
Stromung ausgesetzt. In [3] wurde von den Verfassern deshalb vorgeschlagen, diese Form der
Stromung durch den Einbau eines zusitzlichen Ventils am unteren Ausgang des
Spiralkompensators in eine glatte Stromung umzuwandeln. Die Biegesteifigkeit der
Ventilfeder ist dabei so zu wihlen, dass eine ausreichende Glattung des Druckprofils iiber die
Zeit erreicht wird. FEine Gldttung des Druckverlaufes am unteren Ausgang des
Spiralkompensators wiirde auch zu einer VergleichmiBigung der Stromung im gesamten
Kompensator fithren. Bei gleicher Druckamplitude ergdbe sich damit ein wesentlicher
groflerer Dampfungseffekt des Spiralkompensators. Ohne Zweifel werden in  Zukunft
Spiralkompensatoren mit dem in [3] vorgeschlagenen Ventil zur Glattung der Stromung zum
Einsatz kommen. Auf einige Verfahren zur numerischen Berechnung von instationédren
stetigen Stromungen kompressibler Fliissigkeiten mit kleinen Machzahlen wird deshalb im

folgenden eingegangen.

Eine der grundlegenden Ideen beziiglich des Einsatzes groflerer stabiler Zeitschritte bei der
numerischen Berechnung von Stromungen mit kleinen Machzahlen besteht darin, den
schlecht bestimmbaren Teil der Stromung herauszulésen und ihn implizit zu approximieren.
Der verbleibende Teil der Stromung kann dann mit vertretbaren Zeitschritten durch den
Einsatz einer wirtschaftlichen und genauen Methode bestimmt werden. Diese
Herangehensweise wurde erstmals in [12] vorgeschlagen und spéter in einer Reihe von
Arbeiten (siehe [13]) weiterentwickelt. Das gemeinsame Thema in allen diesen Arbeiten ist
die Aufspaltung des zu 16senden Problems in zwei Teile: den Teil der Stromungsgleichung,
der zweckmifig implizit zu 16sen ist und den Teil, in dem die CFL — Bedingung im starken
Malle abgeschwicht werden kann. F. Harlow und A. Amsden [12] berechneten z.B. auf diese
Art implizit die Dichte der Fliissigkeit. Spiter verstanden sie, dass auch der Druck implizit
berechnet werden muss [14]. Die auf diesem Wege erhaltenen Differenzen - Gleichungen
wurden mit entsprechenden Iterationsprozeduren gelost.

G. Patnaik u.a. [15] verallgemeinerten die Arbeit von V. Casulli and D. Greenspan [14] durch



Einfiihrung eines steuerbaren ,,Parameters der Explizitheit™. In [16] wurde eine Gleichung fiir
die Korrektur des Druckes von [17] eingesetzt. R. Klein [18] schldgt eine numerische
Methode vor, die auf einer asymptotischen Diffraktion basiert und eine Verallgemeinerung
der numerischen Berechnung von Stromungen mit kleinen Machzahlen von S. Klainerman
and A. Majda [19] darstellt.

In [13] wird die Diffraktion des Geschwindigkeitsfeldes von Hodge (beschrieben in [20])
eingesetzt, wobei der Geschwindigkeitsvektor u als Summe der zwei orthogonalen
Komponenten u = U + (1/p)V¢ definiert ist. In dieser Gleichung ist div U = 0 und V¢ - der
Gradient des skalaren Feldes. Die Funktion ¢ ist die Losung der elliptischen Gleichung
V-(I/p)V¢ = V-u. Im Pkt. 4.4 wird gezeigt, dass im Fall der Stromung einer kompressiblen
Fliissigkeit im Spiralkompensator die Geschwindigkeit u(x, y, z, f) zum Zeitpunkt ¢ = 0 die
Bedingung div u = 0 erfiillt. Deshalb kann die vorgeschlagene Methode, die in [13] fiir eine
zweidimensionale Stromung eingesetzt wurde, im Prinzip verallgemeinert und fiir stetige
Stromungsbereiche in der vorliegenden Arbeit eingesetzt werden.

In [21] wird gezeigt, dass durch Anhdufung von Rundungsfehlern bei der Berechnung von
Stromungen mit kleinen Machzahlen erhebliche Fehler in der Losung auftreten. Um den
Einfluss dieser Fehler zu verringern, wurde in [21] vorgeschlagen, nach der Einfiihrung eines
charakteristischen Zustandes in der Zustandsgleichung diesen Storeffekt ohne jegliche
Vereinfachung der Stromungsgleichungen zu berechnen. Mit diesem Verfahren ist es den

Autoren gelungen, die Stromung einer Fliissigkeit bei der sehr kleinen Machzahl
M =10" zu berechnen.

Traditionelle explizite Differenzen — Verfahren sind sowohl fiir die numerische Losung
stetiger als auch unstetiger Stromungen einsetzbar. In [22] werden Computerprogramme
vorgestellt, die als Losungsalgorithmus das Runge — Kutta — Verfahren [23] integriert haben,
mit denen zweidimensionale ungestorte Stromungen auch bei kleinen Machzahlen (z.B.

Mg =0,003 ) erfolgreich berechnet wurden. Die offensichtliche Anwendbarkeit dieser

Programme fiir kleine Machzahlen gab den Verfassern den AnstoB3, ein gegenwértig sehr
populdres Differenzen — Verfahren, den Riemann - Loser von Roe [24, 25], fir die
Berechnung der dreidimensionalen Stromung der nicht reibungsbehafteten kompressiblen
Fliissigkeit im Spiralkompensator einzusetzen. In der vorliegenden Arbeit wird die Adaption
des Verfahrens von Roe zur Losung der gestellten Aufgabe beschrieben. Der dazu ausgear-
beitete Bericht ist wie folgt aufgebaut:

Im Pkt. 4 werden die erforderlichen Gleichungen fiir die Beschreibung einer kompressiblen
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barotropen Fliissigkeitsstromung sowohl im kartesischen als auch in gekriimmten
Koordinaten abgeleitet. Im Pkt. 5 wird der Algorithmus fiir den Aufbau des gekriimmten
Raumgitternetzes fiir die Berechnung der Strémung innerhalb des Spiralkompensators
beschrieben. Im Pkt. 6 wird die Anwendbarkeit des Riemann - Losers von Roe fiir die
numerische Berechnung einer dreidimensionalen Stromung von barotropen Fliissigkeiten
nachgewiesen.

Da den Verfassern zum gegenwirtigen Zeitpunkt keine Ergebnisse von experimentellen
Messungen an Spiralkompensatoren vorliegen, wurde fiir die Kontrolle des ausgearbeiteten
numerischen Rechenverfahrens im Pkt. 7 die klassische Aufgabe iiber die Ausbreitung einer
StoBwelle in einem geradlinigen Kanal herangezogen. Dazu wird der urspriinglich
spiralformige Kanal mit seinen gekriimmten physikalischen Raumkoordinaten in ein
rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem transformiert. AuBlerdem werden im Pkt. 7 die
Ergebnisse der numerischen Modellierung des dreidimensionalen hydrodynamischen
Strémungsprozesses in realen Spiralkompensatoren dargestellt. Im Pkt. 8 werden schlie8lich
grundlegende Schlussfolgerungen aus den durchgefiihrten numerischen Untersuchungen und

Berechnungen formuliert.

4.  Gleichungen fiir die Fluidstromung
4.1 Gleichungen fiir die Fluidstromung in Kartesischen Koordinaten

Die Gleichungen, welche die dreidimensionale Strdmung einer nicht reibungsbehafteten
wérmeisolierten barotropen Fliissigkeit in einem rechtwinkligen Koordinatensystem x, y, z

beschreiben, lauten [26, 27]:

P ovipi)=

219-(p¥)=0. (1)
d(pv)
ot

- - A .
+V-(pvv)+Vp=pg—pE|v|-v. (2)

Diese Gleichungen stellen in differentieller Schreibweise die Erhaltungssitze fiir die Masse
(1) und den Impuls (2) dar. Dabei sind p - die Dichte der Fliissigkeit, v = (u,v,w) - der

Geschwindigkeitsvektor der stromenden Fliissigkeit, u,v,w - die resultierenden
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Geschwindigkeitsvektoren lings der Achsen x, y, z, p — der Druck, g - die

Erdbeschleunigung (9,81 m/s?) und |v| — der Modul des Geschwindigkeitsvektors, d.h.

Der Term — pA|v |-v/(2D) in Gleichung (2) beriicksichtigt die Wandreibung im Kanal. In

[28] werden fiir den Fall einer stationdren Stromung verschiedene Berechnungsformeln fiir
die Rohrreibungszahl A in Abhingigkeit von der Reynoldszahl und der relativen
Rohrrauhigkeit vorgeschlagen. Auf Grund der periodischen Druckstofe ist die Stromung in
dem spiralformig verlaufenden Kanal ausgeprégt instationdr. Deshalb werden in dieser Arbeit
die auf experimentellen Daten basierenden Beziehungen

_ BH, P 0,021
B +H,’ D"3

€)

fiir die Berechnung des Ersatzdurchmessers D und der Rohrreibungszahl 4 zum Ansatz
gebracht [29]. Hier sind B; und H; die entsprechenden inneren Abmessungen des

Stromungskanals (siehe Bild 1) .

E;

Tk

+d

Z

Bild 1: Rechteckiger Querschnitt des spiralformigen Kanals

4t

R L

Fiir die Verkniipfung der Gleichungen (1) und (2) ist noch die Zustandsgleichung fiir

Fliissigkeiten
P=K, -In(p/p,) 4)
erforderlich. Die Konstante K., in der Literatur auch als Bulk — Modulus bekannt, kann fiir

einen rechtwinkligen Kanal wie folgt berechnet werden [30]:

K 1
1 (B/H)R(B)’
E, 15(d/H)E,,

()

wobei Er — der Elastizititsmodul der Fliissigkeit, £),— der Elastizitdtsmodul des Materials,
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d — die Wandstirke und B bzw. H — die entsprechenden dufleren Abmessungen des Kanals
sind. Die GroBe R(f) ist der sogenannte Rechteckfaktor:

1 1(HY BY H (HY
R(ﬁ)=5(6—5ﬂ)+5(§j (6—5ﬂ (Ej J , ﬂ=1—§+(§j . (6)

Eine Uberpriifung der Ableitung dieser Formeln durch die Verfasser ergab, dass der Ausdruck
(5) leicht korrigiert werden muss. Er lautet fiir die zu 16sende Aufgabe:

K 1
Y1 _(B/H)R(B)
E. 10(d/H)E,

(7)

Die numerische Berechnung des Gleichungssystems (32) — (37) wird mit normierten Gré3en
fiir den Druck , die Dichte und die Geschwindigkeit durchgefiihrt, die mit den dimensionsbe-

hafteten Gréf3en wie folgt verkniipft sind:

P X
K o [N C c,’ L

t=—1,cC =,—,

— Yy = z
s Y=—", Z=—,
L L tref pO

Hier sind L — die Linge des spiralférmigen Kanals gemif3 (23) und ¢, = L/cy.

In normierter Form lautet die Zustandsgleichung (4)
p=hp. ©)
Aus der Gleichung (9) ist ersichtlich, dass der Druck in Gebieten, in denen die Dichte
P = Py
wird, negativ werden kann.

Bezeichnen mit Q ein Raumgebiet der Stromung innerhalb des Spiralkompensators. In jedem

Punkt (x,y,z) € Q wird ein System rechtwinkliger kartesischer Koordinaten X,7,Z
eingefiihrt, deren X - Achse mit der Richtung der Tangente zur Zentrallinie der Spirale
iibereinstimmt und deren y - und z - Achsen so orientiert sind, dass das System X,),Z ein
rechtwinkliges Koordinatensystem bildet (siche Bild 2) .

Bezeichnen mit / =(/,,l,,l;)den Einheitsvektor der Tangente zur X -Achse mit den

Koordinaten /;, [, I3 im System der urspriinglichen kartesischen Koordinaten x, y, z . Die

Anfangsbedingungen in diesem System lauten:
PE.3.20)0=0; it =q", v =q'L,, w=q"6; p(%.7.2,0)=1, (£.7.5) e Q. (10)
wobei ¢° — die normierte Geschwindigkeit der Fliissigkeit ist, die sich aus dem geforderten

Durchfluss Qp und dem freien Stromungsquerschnitt 4 = B;H; ergibt:
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qono/(A'Co)- (11)

-
[ —

%/

Bild 2: Ortliches Koordinatensystem
X,y,z im Kanal

Als Randbedingungen am Eingang des spiralférmigen Kompensators, d.h. auf seiner unteren
Seite in Richtung des drehschlagenden Bohrhammers, werden zwei Varianten fiir den Druck-

verlauf Py(t) betrachtet:
1. Glatte periodische Funktion

1 . [=
P()([):§|:pmin+pmax+(pmax_pmin)81n[(0 [_gjj| . (12)

2. Periodische Sprungfunktion

1 . (=
‘P()(t):5|:pmin+pmax+(pmax_pmin)Sign(Sln((D t_gjj:| . (13)

Die Werte fir pmin und pmax (0 < pmin < Pmax), d.h. die minimalen und maximalen Werte des
Druckes am Eingang des spiralféormigen Kanals, sind vom konkreten Typ des betrachteten
drehschlagenden Bohrhammers abhingig (z.B. pmin = 0,2 MPa und pp.x = 30 MPa). In diesen
Gleichungen sind

@ - die Winkelgeschwindigkeit, ® =27 f, und

f - die Frequenz der Druckschwankungen (z.B. 30 Hz).
Die Randbedingungen am oberen Ende der Spirale werden, wie im Pkt. 6 noch gezeigt wird,
in Abhidngigkeit von den dort vorhanden Stromungsverhéltnissen bestimmt.

Die Randbedingungen an den inneren Wénden des Spiralkompensators lauten:
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va=0, p/h=0, (14)
wobei n — die Normale zur Wand und v, — die resultierende Normale des Geschwindigkeits-
vektors zur Wand sind.

In kompakter Schreibweise lauten die Gleichungen (1) und (2):

U OFW) | 2GW) W) _p s
ot ox oy oz
WO
p pu pv pw
2
+
u=| " ro=| ™ TP e =| 0T L= 2
PV puv pvi+p PYW
W puw YW PW +p
0
_/1_p|‘7|u
2D
R(U) = 16
U) _ﬂ_plwv (16)
2D
Ap  ~
p VIw=pg
sind.

4.2 Gleichungen fiir die Fluidstromung in krummlinigen Koordinaten

Weil die Winde des spiralformigen Kanals im starken Malle gekriimmt sind, ist die
Berechnung der Fliissigkeitsstromung im kartesischen Koordinatensystem x, y, z auf Grund
des Auftretens unvollstindiger Gitterelemente in Wandnédhe mit groBen Schwierigkeiten
verbunden. Wird der Raum innerhalb des Kanals mit einem gleichférmigen rechteckigen
Rechennetz diskretisiert, dessen Linien parallel zu den kartesischen Koordinaten x, y, z liegen,
dann stimmen offensichtlich diese Linien nicht mit den gekriimmten Linien der Wénde
iiberein. Auf die damit verbundenen Probleme (Berechnung unvollstindiger Gitterelemente
und der Randbedingungen an den Wénden) wird in [7,32] ausdriicklich hingewiesen.

Aus diesen Griinden werden in dieser Arbeit die Gleichungen fiir die Beschreibung der
Fliissigkeitsstromung in die gekriimmten Koordinaten ¢, #, { transformiert, und zwar so, dass
der Ausgangsraum € in kartesischen Koordinaten x, y, z in ein Parallelepiped P im Raum

mit den gekriimmten Koordinaten & #,  umgewandelt wird.
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Dabei wird zundchst unterstellt, das folgende sich gegenseitig entsprechenden eindeutigen
Abbildungen existieren:

x=x(& 1,0, y=0&n 0,z=2(& 1,0, (& neP. (17)

Die Stromungsgleichungen (1) und (2) in den krummlinigen Koordinaten ¢ #, { lauten dann
[32 -35]:
—aUJ+a—F+§+6_H=JR(U) : (18)
o0 o0& on o¢

Hier ist J — die Jacobi — Matrix fiir die Transformation (17)
J=x, (ynzg —yéz,]) — Ve (xnzg —xgzn) +2z, (xnyg —y,]xg), (19)
mit den partiellen Ableitungen
XesYerZes Xys Yo Zps Xps Yo Zp 2B 2, = 0z(&,n,¢ ) o0n usw,;
F=JEF+JEG+IEN, G=JnF+Jn,G+JnH, H=J¢ F+J{,G+J¢H, (20)

wobei F, G, H, die Spaltenvektoren sind, die aus den Formeln (16) bestimmt werden.
Die metrischen GroBen &y, &y,...,C,, welche in (20) eingehen, konnen aus den Ableitungen xg,
xy, ..., ze mit Hilfe folgender Formeln [33-35] bestimmt werden:
&= ey, &= Gpe—xgdll, &= (e yl,
Ny = (2yc—yzdl), Ny = (xzc—xzI/J, 1= (Vexe—XyIi, 21)
Go= (=20l = (ze—xa@ll, G = (e —yeo)ll.
Fiir die Gewihrleistung einer eindeutigen Transformation (17) muss die Bedingung J + 0 fiir
alle (¢, n, {) € P erfiillt sein.
Die expliziten Ausdriicke der Funktionen x(&, n, {), v(&, n, {), z(¢, n, {), welche in die
Transformationsgleichungen (17) eingehen, konnen nun fiir den Fall eines spiralférmigen
Kanals abgeleitet werden.
Dazu wird eine schraubenformige Linie betrachtet, die rdumlich auf der Oberfliche eines

kreisférmigen Zylinders verlduft. Die Parametergleichungen fiir diese Linie lauten [36]:

X,(s)=a-cos(s), y,(s)==-a-sin(s), z,(s)=c¢,-S, S, <S<s_. , (22)
wobei

s - die Lénge des Bogens der Kurve;

a - der Radius der zylindrischen Kurve und

c - ein Koeffizient, der noch definiert wird,
sind.

Im folgenden wird diese Linie als zentrale Linie des Spiralkompensators mit einem

rechtwinkligen Stromungsquerschnitt betrachtet. D.h. , die Linie (22) ist geometrischer
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Schnittpunkt der Diagonalen des rechteckigen Querschnitts, der in der Ebene s = const
erhalten wird. Die Grofe fiir den Radius a muss deshalb die Bedingung a > B/2 erfiillen.

Bezeichnen « als den Winkel zwischen der Tangente der Linie (22) und der Achse Oz, a =

const > 0, 0 < a < /2 in positiver Richtung. Auflerdem sei H die GroBe des duBeren
Querschnitts des spiralférmigen Kanals in Richtung der Achse Oz in der Ebene, durch welche
die Achse Oz verlauft. Aus der einfachen geometrischen Struktur folgt dann:

H
sin«

H=
In den praktischen dreidimensionalen Berechnungen der Fliissigkeitsstromung im

spiralformigen Kanal ist die Gréf3e H gegeben. Aus der Gleichung H = H sina. wird dann
H bestimmt.

Die Ausdriicke fiir die konstanten GroBen smin, Smax und c;, welche in Gleichung (22)
eingehen, wurden bereits in [3] unter Beriicksichtigung der konstruktiven Grenzen des
Spiralkompensators abgeleitet. Sie lauten:

Az TH (z.. —0,5H) .
=—, Syy=""> § —‘m"—, sina =

a
7 5 min ~ Az max Cl \/m .

Hier ist z,, - die Hohe des Spiralkompensators lidngs der z-Achse (die z-Achse fallt mit der
Achse des Zylinder mit dem Radius @ zusammen, auf dem die Spirale (22) liegt), B — die
duBere horizontale Abmessung des Querschnitts des spiralformigen Kanals (siehe Bild 1) und
Az - der gegebene vertikale Abstand zwischen dem Anfang und dem Ende einer Windung,
wobei Az > H gilt.

Die Gesamtlidnge L des spiralformigen Kanals folgt aus Gleichung (22) mit

o Ty [dve@ T [ dzo(s) .
L= .[\/|: dS :| +|: dS :| |: j| a +cl (Smax mm . (23)

Smin

Mit Hilfe von Methoden der analytischen Geometrie werden die gesuchten Transformationen

(17) fiir den Fall eines spiralformigen Kanals abgeleitet. Sie lauten:

x:(Bln+a—%Jcos§, y:—(Bln+a—%jsin§, z=}_114’+c1§—% ,

Smin <€ <Smax, 0=n=<1, 0=¢=l. (24)
Die Jacobi — Matrix fiir die Transformation (17) und (24), die im Ergebnis des Einsetzens der

Formel (24) in (19) erhalten wird, nimmt damit folgende Form an:

J =B H|a+B(n-0,5)] (25)
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Der Multiplikator a + B, (77 -0, 5) erfiillt die Ungleichung
a-0,5B,<a+B(n-0,5)<a+0,5B,. (26)

Wegen den Ungleichungen a>B/2>B /2,

folgt aus (26), dass die Bedingung J > 0 stets erfullt ist. Damit ist bewiesen, dass die
Transformation von (17) zu (24) gegenseitig eindeutig ist.

Dank der analytischen Ausdriicke (24) fiir die Funktionen x(¢, n, (), (&, n, 0), z(&, n, )
konnen auch die analytischen Ausdriicke fiir alle metrischen Ableitungen &, &,,....C, , die in
(20) eingehen, berechnet werden Die nachstehend aufgefiihrten metrischen Ableitungen

wurden mit Hilfe des Programms Mathematica symbolisch berechnet (siche Anlage 2):

sin Ccos
gx:_—SE , gy:_—é , §z=0;
a+B,(n-0,5) a+B,(n-0,5)
cosé siné
- =, =, z:0; 27
1. 5 1, B (27)
¢ siné ¢, cosé 1
¢, == 9§y:— v 6= -
H [a+B(n-0,5)] H [a+B(n-0,5)] H,

Durch Einsetzen der Ergebnisse (27) in die Gleichungen

EXptEYet Eze= 1, px, vt py, T nz,=1, &Xp+ Gyt Gzp= 1. (28)
wird die Richtigkeit der Losung fiir die Ableitungen x4, y4, ...,z nachgewiesen.
AbschlieBend werden noch die Randbedingungen an den Winden des spiralformigen Kanals

in krummlinigen Koordinaten berechnet.

- Untere Wand des Kanals
Dieser Wand entspricht der Wert £ =0 der krummlinigen Koordinaten £ in (24). Die

Parametergleichungen fiir die untere Wand des Kanals lauten:

X =(Bl77+a—%)cos§, y= —[Bln+a—%)sin§,
(29)

z:clé—%, S <&E<s ., 0<n<l.

Fiir die Berechnung der Randbedingung geméf Gleichung (14) wird die Formel v, =v-n,

wo n der Einheitsvektor zur unteren Wand ist, genutzt. Die Gleichung fiir diese Wand lautet
nach (29) x = x(& ), y = y(< n), z = z(&). Der Einheitsvektor zu dieser Wand berechnet sich

aus der Formel [36]:
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0(y,2) - +8(z,X)]~. Loy ¢
oc,m o,m°  o,mn)

ﬁ = ]
2 2 2
J{a@,z)} {a(z,x)} {a(x,y)}
a(&,m) a&.m) a&.n)
wobel
¥ o o o o o
o2) |05 0¢| A=y _|og 0| atny) _|oE og| (30)
o) | %P oy |92 X A |
on 0On on 0n on 0n
sind.
Die Berechnung der Determinante (30) auf dem Computer ergibt die Formeln:
A».2) _ B¢, siné, 0@z x) _ B¢, cos €&, oAxy) _ B [a+B,(n-0,5)];
o(&,m) a(&,n) a(&,m)
2 2 2
\/[6(%2)} J{é(z,x)} +[a(x,y>} L B —2es 2B raer.
a(&,m) a(&,m) agm] 2
Aus der Bedingung v, = 0 folgt fiir die untere Wand:
ucysin &+ veycos ¢+ wla + Bi(n —0,5)] = 0. 31
Die Randbedingung Jp/dn = 0 auf der unteren Wand wird mit Hilfe der Formel
Jdp/dn = Vp-n abgeleitet und fithrt zu dem Ergebnis:
a—pclsin§+a—pclcos4§+a—p-[a+Bl(77—0.5)]=0. (32)
Ox oy 0z

Die Form der Formel (32) ist fiir die Berechnungen einer Fliissigkeitsstromung in
krummlinigen Koordinaten nicht besonders bequem, weil sie noch Ableitungen des Druckes

in kartesischen Koordinaten enthélt. Deshalb werden die Ableitungen p., p, p. in die

Ableitungen pg p, ps Uberfithrt. Wenn p(&,7,0) = p(x(E,n,8), ¥(&,1,8),2(E,n,0),t) ist,

dann gilt auf Grund der bereits nachgewiesenen Eindeutigkeit der Transformation (17) die

Identitét:
p(x’ y’ Z’ t) = ﬁ(g(x’ y’ Z)’ n(xﬂ y’ Z)’ g(x’ y’ Z)’ t)' (33)
Beide Seiten dieser Identitdt nach x differenziert ergeben:
.- - - —siné&
= + + = e -z
Pe=Pe+ Pyllet Py = Pe T B.(1-0.5)
- (2a—-B —2Bn)cos¢ . ¢, cosé

+p +p, = :
" B[2a+B(2n-D] ¢ Hla+B(1n-0,5)]
Mit Hilfe der Formel (27) erhélt man analoge Ausdriicke fiir die Ableitungen p, und p. . In
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Gleichung (32) eingesetzt folgt daraus
ciH,pe+ peler’ + (a+ Bin = 0,5))°] =0, (34)
bzw. nach p, aufgelost

_ clﬁ1p§
© G +[a+B(n-0,5]

p (35)

Wird in Gleichung (24) ¢, =0 gesetzt, so wichst das Gebiet im inneren Torus, das mit (24)
beschrieben wird und dessen obere und untere Oberfldche parallel zur Ebene z = 0 liegen. In
diesem Fall geht offensichtlich die Bedingung dp/on = 0 auf dieser Oberfliche in die
Bedingung dp/0z = 0 iiber. Aus Gleichung (24) folgt fiir ¢; = 0:
@ _we_p @
o kol e
d.h. 0p/0¢ = 0 auf der oberen und unteren Oberfldche des Torus. Genau dieses Ergebnis folgt

b

fiir ¢, =0 aus Formel (35), was damit auch ihre Richtigkeit bestatigt.

- Obere Wand des Kanals
Da die oberen und unteren Winde des Kanals zueinander parallel sind, miissen auch die
Normalvektoren dieser Winde zueinander parallel sein. Deshalb gelten die oben erhaltenen

Formeln (31) und (35) auch fiir die obere Wand, auf der natiirlich{ =1 anzusetzen ist.

- Vertikale Wand des Kanals in unmittelbarer Nihe zur 7-Achse

Dieser Wand des Kanals entspricht dem Wert 77 =0 der krummlinigen Koordinate7 in (24).

Damit lauten die Parametergleichungen der vertikalen Wand in unmittelbarer Nahe zur

z-Achse:
x=(a—%jcos§, y=—(a—%jsin§, z=ﬁ1§+clf—%, Soin SE<S,., 0S4 <1

Der Einheitsvektor # zu dieser Wand berechnet sich aus der Formel:

8(.)}’2) l_-'+ a(Zax) j+ a(xay) ];
&,¢)  0G,¢)"  9(5,4)

n= - = 2=cos§-f—sin§-]’.
\/[a(m} +{a(z,m} {mx,y)}
ae.0)) Tlaeo] Tlaeo

Aus der Bedingung v, = 0 folgt auf der Wand n = 0 die Gleichung
ucosé—vsiné=0. (36)

In Analogie zum Fall untere Wand kann auch die Randbedingung ¢p/dn = 0 auf der Wand
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n = 0 abgeleitet werden. Sie lautet:

P =Vp-n =a—pcos§—a—psin§ Lo 0.
on ox Oy B, on

Daraus folgt schlieSlich dass fiir die Randbedingung & p/d n = 0 auf der vertikalen Wand

1 =0 in krummlinigen Koordinaten gilt:

or _y, (37)

- Vertikale Wand des Kanals in der grofiten Entfernung zur z-Achse

Auf dieser Wand ist 7=1. Weil diese Wand zur Wand 7 =0 parallel ist, gelten fiir die
Randbedingungen auf ihr ebenfalls die Formeln (36) und (37), wobei jedoch =1 zu setzen

st.
4.3 Einige Eigenschaften der Losung

Das Gleichungssystem (18), welches die dreidimensionale instationédre Fliissigkeitsstromung
beschreibt, besitzt einen komplizierten nichtlinearen Charakter. Unabhéngig davon kdnnen
fiir die betrachtete konkrete Aufgabe der Stromung einer barotropen Fliissigkeit einige

Eigenschaften der Losung dieses Systems abgeleitet werden. Fiir die erfolgreiche numerische

Losung muss ein Differenzen — Verfahren eingesetzt werden, das sowohl dies Eigenschaften

berticksichtigt als auch seine Ausfiihrung gewéhrleistet.
4.3.1 Eigenwerte der Jacobi - Matrix

Im Bereich einer stetigen Stromung ist das System der Gleichungen (18) dquivalent zu dem
folgenden nichtdivergenten System:

ouJ « ou ~ ou -~ ou
7"'A(U’é:anaé,)%*'B(Uaganag)%'FC(Uaganaé’)%_JR(U)a (38)

wobel
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oF(U) oG(U)

AU.E.0) =——=J(EA+EB) B(UE Q) = =J(,A+n,B);
ou ou
. (39)
~ OF(U
£ ) =T I A BCO)
und
AU) = w, B(U)= @, C(U)= @ (40)
ou ou ou
sind.
Fiir die weitere Betrachtung ist es zweckméBig folgende Bezeichnungen einzufiihren:
u=&u+d v, V=nu+n v, w=qu+g v+gow. (41)

Da die Matrizen A s B und C in (39) lineare Kombinationen der Matrizen A, B, C (40) sind,
konnen die Eigenwerte ﬂ,ﬂ(v), v=1,2,3, u=1,2, 3,4, der Matrizen A v=1), B (v=2), C
(v=13) gemdl [37] durch folgende Formeln ausgedriickt werden:
Eigenwerte der Matrix A:

A= 0=i, A0=2"=c|VEL, AP=2(+c|VE] (42)

wobei [VE| :(ff +&7 )0'5 und ¢ - die Schallgeschwindigkeit (in normierter Form wird sie
unter Beriicksichtigung von (9) mit der Formel ¢ = p ™’ berechnet) sind.
Eigenwerte der Matrix B:
AP=20=9, 2P=21P-c|Vn|, 1P=21P+c|Vn]|, (43)
[V |=(nient)”
Eigenwerte der Matrix C:
A= 20=w, AP=AP-c|VE], AP=A7+c| V], (44)
Vel=(¢ee2)”
Zunichst wird das Vorzeichen der GroBe # analysiert. Es sei U,=+u’+v" und

g =~u*+v*+w’ . Es ist klar, dass Uy < ¢ gilt. Damit kann u und v wie folgt geschrieben
werden: u = Uy cos &, v = Uy sin 8, wobei
u
Cos ff = ——
Nu® +v

ist. AuBlerdem gilt

22



A0=2 D=0 =U,(& cos f+& sinf)=[E +& U cos(B-B,), (43)

mit cosf =&,/

\Z< | Typische Spiralkompensatoren besitzen stets mehrere Spiral-

windungen. Weil an den vertikalen Wéanden die Stromung der Fliissigkeit tangential zur
Richtung der Wand verluft, folgt aus (44), dass die Eigenwerte 4, und A,/” ihre Vorzeichen
an den Réindern des rdumlichen Rechengebietes dndern konnen. Zu den gleichen Schluss-
folgerungen kann man auch kommen, wenn die analogen Eigenwerte 4 1(2) , A 2(2) und A 1(3) , 12(3)
betrachtet werden.

Es lasst sich beweisen, dass die fiir v = 1, 2, 3 stets die Beziehung 2;7< 0und 2,77 ° gilt.

Tatséchlich kann der Ausdruck fiir A;” wie folgt geschrieben werden:

AP=c|fE e i[ﬂcosw—ﬂl)—l}sa/é HE (M -1)<0,
Cc

wobei M = q/c — die Machzahl (M < 0.1) in der betrachteten hydrodynamischen Aufgabe ist.
Analog ist

/131)=C|V§|[ﬂcos(ﬂ—,6’l)+l} >c|VE |(1—ﬂJ >c|VE|1-M)>0.
c c
4.3.2. Dichte- und Druckkonstanz im Gebiet vor der Stolwellenfront

Mit Hilfe der GroBlen (41) konnen die Ausdriicke fiir die Stromfunktionen (20) wie folgt
geschrieben werden (siehe auch [33 — 35]):

pu PV pW
R uu + A Vu + A wu +
Py pﬂ S.p Gy pA n.p =y pA ¢.p . (46)
puv+¢&,p pwWHnp pW+E . p
puw+S&.p pyw+n.p pww+E p

Bezeichnen mit A,, . die Differenzenapproximation des Operators fir die rdumlichen

Differentiale in (18), d.h.

oF oG oH
A UEDE )N —— T,

In den Berechnungen wird das explizite Differenzen — Verfahren

U}’l+l _ Ur‘l
T

=A,, U" +JR(U"), (47)

eingesetzt, wo 7 — der Zeitschritt des Differenzen — Verfahrens und » — die Nummer des
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Zeitschritts (n = 0,1,2,...) sind. Bestimmen den Ausdruck fiir #,v, w bei ¢ = 0 mit Hilfe der
Anfangsbedingungen (10) und der Formeln (41) und (27). AuBlerdem konnen die
Komponenten /;, /5, I3 des Einheitsvektors, der die Liniengruppen # = const, { = const leicht
tangiert, mit folgenden Formeln (24) bestimmt werden:
lj =—dydy)sin&, [, =—(d/dycosé&, [3=ci/d,
wobei d; =a + B;(n—0,5),d; = (d12 + 012) 05 gind. Mit (41) und (10) gilt dann :
W(&,1m,4,0)=¢u+Ev=q"(¢L+&L)=(q"/d,)sin* § +cos’ &) =4/ d,.
Unter Beachtung der Formel fiir J (25) folgt schlieBlich:

TT 0
O upa)=2| BHdd |,
¢ oc| 4,

In Analogie ist:
V.80 = nu+ny=q"(nd +n,L)=[q"d [(Bd,)](-cossiné +singcos ) =0,
und deshalb

0 R
a_n[Jpv(gan:é,:O)il =0.
Und schlieBlich ist

WMENE0) =S u+S v+Sw=[q"c, [(Hd,)](~sin> & —cos” £ +1) =0,

sodass
0 R
E[Jpw(é:’ n, é,’o):l =0

ist.
Aus den Formeln (46) und (47) folgt, dass im gesamten Raumgebiet vor der ersten Stof3-
wellenfront die Beziehung p’ = p” = 1 gilt. Aufgrund dessen, dass die Fliissigkeit als barotrop
angenommen wird, bleibt der Druck p bei # = 7 im ausgewiesenen Raumgebiet konstant.
Unter der folgerichtigen Annahme von 1, 2, ... in (47) ldsst sich ableiten, dass der Druck und
die Dichte in den Punkten (& 7, {) vor der ersten StoBwellenfront in einem bestimmten
Zeitintervall bis zu dem Moment, an dem diese den gegeben Punkt erreicht, konstant sind.
Damit die erste StoBwellenfront, die sich von unten nach oben im Spiralkompensator bewegt,
den oberen Ausgang erreicht, ist es notwendig einige Zehntausend Rechenschritte mit dem
expliziten Differenzen — Verfahren durchzufiihren (sieche auch [3]). Dabei ist es duBerst
wichtig, dass im Gebiet vor der ersten StoBwellenfront das Differenzen — Verfahren folgende
Eigenschaft besitzt:

Az U= 0. (49)
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Es sei an dieser Stelle ausdriicklich darauf hingewiesen, dass sogar dann, wenn das
ausgewihlte Differenzen — Verfahren theoretisch diese Eigenschaft besitzt, in den praktischen
Berechnungen mit einfacher Genauigkeit die Gleichung (49) nicht erfiillt wird, weil es zu
einer Anhdufung von Rundungsfehlern kommt. Schon beim ersten Zeitschritt ¢ fithren diese
Fehler zum Auftreten eines falschen ungleichmédBigen Stromungsbildes vor der
StoBwellenfront. Diese UngleichmaBigkeiten verstirken sich mit der Zunahme der
Zeitschritte und fiithren schon nach 200 bis 400 Schritten zu einer volligen Verzerrung des
Stromungsbildes. Es hat sich als sehr niitzlich erwiesen, eine Maschinenarithmetik mit
zweifacher Genauigkeit in den numerischen Berechnungen mit dem Fortran-Programm zu
verwenden. Die Grofle der angehduften Rundungsfehler war in diesem Fall wihrend des
gesamten Rechenprozesses sehr klein, sogar nach Ausfithrung von einigen Zehntausend

Schritten.
4.3.3 Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes

Es sei u = (1, v, w). Geméll Definition ist aulerdem div u = u, + v, + w.. Fiir die weitere
Betrachtung ist es zweckmafBig, die Anfangsbedingungen (10) in krummlinige Koordinaten

zu transformieren. Sie lauten:

PEM.E,0) = 0:T(5,7.5.0) = ¢ F(E7.6,0) = 4L, WE .. 0) = 'L,
PENS0=1EnL)eP.

Hier sind u(&,n,4,0) =u(x(&,n,8), v(&,1,8),2(£,1,4),0) usw. Auerdem wird der Ausdruck
fiir die Divergenz der Geschwindigkeit in Ausdriicke umgewandelt, die unter Nutzung der

Formeln wu, =u.{ +u,n, +u., , usw. nach den krummlinigen Koordinaten abgeleitete

werden:

divu =g (1 + i + b + L),
Fiir die Berechnung der Ableitungen /;., I;,, [+, [2, werden die expliziten Ausdriicke fir /;

und /, verwendet, die im Pkt. 4.3.2 definiert sind. Mit Hilfe der Formel (27) folgt schlielich
divu=0.

25



5.  Krummliniges Gitter

Mit Hilfe der analytischen Formeln (24) lédsst sich sehr leicht ein rdumlich krummliniges
Rechengitter im Gebiet Q aufbauen. Dafiir wird im Parallelepiped P, welches im Gebiet
P={E N O Smin SE<Smaw 0 sy =<1, 0sg<1},
eindeutig bestimmt ist, ein gleichméBiges Gitter nach folgender Rechenregel aufgebaut:
E=Smint (i—1DAE i=1,..., Ny =(G-DAn, nj=1,...N»; G =(k—1)A{ k=1,.... N3,
wo N; > 1, N, > 1, N3 > 1 — die Anzahl der entsprechenden Netzknoten in Richtung der
Achsen ¢ #, { und A An, A — die Schritte des gleichméBigen Netzes langs der
entsprechenden Achsen sind. Dabei gilt:
AS = (Smax = Smin)/ (N1 = 1), An = 1/(N;= 1), AC=1/(N;—1).
Ein beliebiger Netzknoten, definiert in P ist ein Punkt mit den Koordinaten (¢, #;, (). Im
Raum mit den physikalischen Koordinaten (x, y, z) entspricht dieser Punkt dem Knoten (x; s,

Yijk Zijk), wobei
B B . . H
xijk=(Bl77j+a_71)COSSZi 5 yijkz_(Blnj-l_a_?ljSln i Zijk=H1§k+clé:i_71’ (50)

sind.

Es ist anzumerken, dass das aufgebaute krummlinige Gitter orthogonal ist. Die Bedingungen
dafiir lauten: x, x, +y, v, +z,2,=0, x, x, +y, vy, +z.2, =0, x,x, +y, y,+z,2,=0.
Werden in diese Beziehungen die Ausdriicke fiir die metrischen Ableitungen aus (24) einge-
setzt, so wird offensichtlich, dass die Orthogonalitét erfiillt ist.

Bild 5 gibt eine Vorstellung iiber das krummlinige Netz, das nach Formel (50) berechnet
wurde. Aus dem Bild ist ersichtlich, dass die dargestellte Spirale aus 12 Windungen mit 13
Netzknoten/Windung lédngs der Achse & besteht. Es ist zu erkennen, dass dieses Netz auf der
Oberfldche unzureichend stetig ist. Es ist demnach wiinschenswert langs deré - Achse eine

groflere Anzahl von Knoten (mehr als 161) fiir diesen Spiralkompensator zu wahlen.
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Bild 3: Krummliniges Netz auf der
inneren Oberfldche der Spirale.

Sichtbarer Bereich Q bei N, =161,
N, =12, N5 =12 (GroéBen in Meter)

6. Differenzen — Verfahren von Roe

Im Jahre 1959 wurde von S. K. Godunov [38] ein Differenzen — Verfahren fiir die numerische
Integration von hyperbolischen Erhaltungssitzen vorgeschlagen. Das wesentlich Neue dieses
Verfahrens ist die Losung der Aufgabe durch Aufspaltung beliebiger DruckstéBe, d.h. die
Losung der Riemannschen Aufgabe. Spéater hat P. L. Roe [24] eine etwas einfachere Variante
fiir das Differenzen — Verfahrens von Godunov vorgeschlagen.

In der vorliegenden Arbeit wird die dreidimensionale numerische Berechnung der
Fliissigkeitsstromung im Spiralkompensator mit einem an die konkreten Bedingungen
angepassten Differenzen — Verfahren von Roe durchgefiihrt. Eine ausfiihrliche Beschreibung
dieses Verfahrens ist im Buch von E.F. Toro [25] zu finden. Im Pkt. 6.1 wird eine etwas
einfachere Herleitung der Differenzengleichungen fiir das Roe - Verfahren gegeben als in [24,
25], im Pkt. 6.2 — die Formeln fiir die Berechnung der Mittel nach Roe auf einem beliebig

krummlinigen Gitternetz.
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6.1. Allgemeiner Aufbau des Differenzen — Verfahrens von Roe

Anhand des Systems von eindimensionalen partiellen hyperbolischen Differentialgleichung

U  F(U) _

ot ox

wird gezeigt, wie das Differenzen — Verfahren von Roe abgeleitet wird.

0, (1)

Dabei wird angenommen, dass das Gleichungssystem (51) folgende Anfangs- und

Randbedingungen erfiillt:
U(x,00=U"(x); U0,n=U,(1), U(L)=U, ),
wo [0,L] - das gegebene Integrationsintervall auf der x — Achse und U, U, U, - die

gegebenen Vektorfunktionen sind.

Die stetigen Losungen des Systems (51) sind dem folgenden nichtdivergenten System

dquivalent:
ou ou
—+AU)—=0, 52
Py U) = (52)
wobei A(U) — die Jacobi - Matrix,
AU =2
ou

ist.
Aus der hyperbolischen Eigenschaft des Systems (51) folgt, dass die Matrix A m substantielle
Eigenwerte 4; und m linear unabhingige Richtungsvektoren R®, k = 1,...,m besitzt. Hier ist m
die Anzahl der Gleichungen im System (51), wobei m > 1 ist.
Des weiteren wird angenommen, das die Matrix A(U) diagonalisierbar ist, d.h., wie folgt
geschrieben werden kann:

A(U)=RAR ', (53)
In (53) ist A = diag(4,...,4») und die Spalten RY der Matrix R sind die 0.g.
Richtungsvektoren der Matrix A, die den Eigenwerten A4, d.h.

A4 0 0
A= % R=(R",R™)
0 0 A

entsprechen.

Die Existenz der invertierbaren Matrix R™' macht die Einfiihrung einer neuen Menge von
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abhingigen Variablen W = (w;,w», ...,wm)T durch die Bildung von

W=R"'U oder U=RW. (54)
moglich.
t
p,u, p B
} } n+ 1 ‘ ‘
' [ [ 1 AN I\ 2 [
n | |
i-1/2 i i+1/2 i+l i-1/2 1 i+l12 i+l
Bild 4: Berechnung der Bild 5: Charakteristik (66), welche durch den
Aufspaltung von DruckstoBen Punkt (x;1 5 t,+;) 14uft, fiir die Fille 1 — positive

Steigung und 2 — negative Steigung.

Die Idee des Differenzen — Verfahrens von Godunov [38] ist: Die Grofen U;” werden im
Zentrum jeder Gitterzelle auf der x — Achse unter der Annahme, dass U(x, ¢,) = U;" auf den
Réndern jeder Zelle gilt, berechnet. (siche Bild 4). Damit wird die Losung auf der Zeitebene n
stiickweise als konstant angenommen. Die Losung in der Ebene (n + 1) wird dann aus

folgender Gleichung berechnet:

U -Up | F(UL,) -F(UL) o (55)
T h

wobei h — die Schrittweite im gleichféormigen Netz entlang der x-Achse und 7 — die
Zeitschrittweite sind. Fiir die Berechnung der GroBen U, und U"; _ ), auf den Riandern der
1 — ten Zelle hat S. K. Godunov [38] genaue Formeln fiir die Aufspaltung des DruckstofB3es
vorgeschlagen. Tatsdchlich, am Rand x;;;,» der i —ten und (i + 1) — ten Zelle des Netzes besitzt
die Losung durch den DruckstoB3 eine Unstetigkeitsstelle, aber links und rechts von ihr sind
die Werte konstant. Die Losung einer solchen Aufgabe fiir + > ¢, zu finden wird als
Aufspaltung des DruckstoB3es oder als Riemannsche Aufgabe bezeichnet.
Im numerischen Verfahren von Roe [24, 25] wird die Jacobi — Matrix A(U) in (52) durch
eine konstante Jacobi — Matrix

A =A(Ug, Up), (56)
ersetzt.
In (56) sind Up, Ur — konstante Vektoren, welche den Zustand der Fliissigkeit in der
Umgebung des Punktes (x, 7) charakterisieren (siche im Bild 4 die GroBen U;", U;+;"). Auf
diese Weise wird anstelle des Ausgangssystems (51) ein lineares hyperbolisches System mit

konstanten Koeffizienten betrachtet:
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a—UJ“&a—U=0. (57)
ot ox

Fiir dieses System wird folgende Riemannsche Aufgabe geldst:

U, x<x,

U(x,t,)= { (58)

U, X>X0

Die Aufgabe (57) und (58) wird exakt geldst, d.h., die im Punkt x = x;;;, gefundene Losung

wird fiir die Berechnung der Stromungsvektoren F(U;.;,") im Schema (55) eingesetzt.

Die Diskussion und Berechnung der konstanten Matrix A (56) erfolgt im Pkt. 6.2 . Hier wird
zunichst angenommen, dass diese Matrix auf der Grundlage der bekannten Losungen U"; und

U"; ;| bereits geldst ist. In Ubereinstimmung mit (53) ist dann:

A=RAR™. (59)
Nach dem Einsetzen von U= R W in (57) folgt unter Beachtung von (54) folgendes
Gleichungssystem:
RV aRW . (60)
ot ox

Werden beide Seiten von (60) mit R™ multipliziert, so erhilt man

WL AW o, (61)
ot ox

Die Variablen wy,...,w,, welche Komponenten des Vektors W = R'U sind, werden als
charakteristische Variable bezeichnet. Das System (61) wird als kanonische Form oder als
charakteristische Form des Systems (57) bezeichnet. Es ist klar, dass die k — te Gleichung des
Systems (61) lautet:

Mg Do k=1..m (62)
ot Oox

Sie schlie3t in sich die einzige unabhidngige Verdnderliche wy(x, ¢) ein. Die Losung wy(x, t,)
auf der n —ten Zeitebene wird damit als bekannt vorausgesetzt. Deshalb kann die Losung bei

t >t, leicht aus (61) bestimmt werden. Sie lautet (siche auch [25]):
Wk, t) =wix —A(t—t,), k=1,...m, t,<t<t,+ . (63)

In Analogie zum Schema (55) wird auch die Gleichung (62) aufgebaut:

n+1 n
Wi = Whii N S (Wk,i+1/2 ) —Ji (Wk,i—l/z)
T h

=0, (64)

wobei fy(w) = 4w gesetzt wurde. Weiterhin wird angenommen, dass der Zeitschritt T in (64)
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die CFL — Bedingung [25] erfiillt:
L max| 4 J<1. (65)
h

Jetzt kann die genaue Losung der Riemannschen Aufgabe fiir die Gleichung (62) im Punkt B
mit den Koordinaten (x;+;» t,+;), siche Bild 5, bestimmt werden. Fiir 4, > 0 lautet die
Charakteristik:

% =1, (66)
Sie schneidet die Linie ¢ = #, unter Beriicksichtigung von (65) in einem bestimmten Punkt x*,
der auf den Réindern der i — ten Zelle liegt, d.h. bei x;_;» < x+ < x;1;,. In dieser Zelle gilt
iiberall wy(x, t,) = wy,;", d.h. in Ubereinstimmung mit der genauen Formel (63) ist wx(x;+1/,
thr1) = Wii . Bei A < 0 erfiillt die Charakteristik (66), welche aus dem Punkt B zur Linie ¢ =
t, verlauft und die x-Achse im Punkt x* schneidet, die Ungleichung x;;;, <x+ <x;3/,. Damit
1St Wi(Xi+1/2, tar1) = Wii+1"- Werden diese Ergebnisse summiert, so folgt:
Awr, A4,>0

Awr, A,<0

i+1°

S alw ki+1/2 )= { (67)

Durch Einsetzen der Formel (67) in (64), erhdlt man fiir 4 > 0 folgende
Differenzengleichung:
WZ;I — W, n SO D) =i wi) _
T h
Analog folgt fiir 44 < 0 aus (64) unter Berticksichtigung von (67):
WZ;I — W n S W)= i)
T h

Diese beiden Differenzengleichungen lassen sich leicht in einer zusammenfassen, wenn die

0. (68)

=0. (69)

Stromfunktion fi(wy ;+,,) in (64) aus folgender Gleichung berechnet wird:

Swe i+12)=(1/2)[ frtwi, i) + flwi, i+1")] = (/2| A(wi 11" = wi ). (70)

Bei 4; > 0 ergibt die Formel (64) mit den Stromvektoren (70), das Schema (68), bei 4; < 0 —
das Schema (69).

Fiir den Ubergang von der Komponentenschreibweise zur Vektor — Matrizen —Schreibweise.
wird die zu betrachtende Matrix |A| = diag (|4, ...,|An|) mit = (f3(w), ....fu(w))", wobei fi(w)

= Ayw ist, eingefiihrt. Unter Beachtung von (70) kann dann geschrieben werden:
f(Wis12) = (12)[f(W/") + (Wi, )] = (12)IA(Wir /" = W/). (71)
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Auf das System (61) angewandt, lautet das Schema von Godunov:

VVinH _Vvin + f(“]m/z)'f(vvi-l/z) —
. h

0. (72)

Jetzt kann in (72) der Ubergang zum Ausgangsvektor U mit Hilfe der Formel W =R'U
realisiert werden:

R U -u; " @(U7+1/2);¢(U1"1—1/2) -0
T

) (73)
wobel

¢(U?+1/2 = %Aﬁ_l ’ (Uzn + U7+1 _% | A | ﬁ_l (U?H

-U7) (74)

ist.

Werden beide Seiten der Gleichung(73) von links mit der Matrize R multipliziert, so folgt

daraus:
ntl _ yn d(U” Y )) U”_
U™ -U; N ( ,+1/2) ( 11/2)=O’ (75)
T h
mit der eingefiihrten GrofB3e
n 1 n n l = — D - n n
® (U7, ) =2 [FUD+F(UL) |- RIA IR (U7, - U7) (76)
und
F(U)=AU. (77)

Die Differenzengleichung (75) mit der Stromfunktion ®(U.1»"), welche mit den Formeln
(76) berechnet wird, stimmt vollstindig mit dem Differenzen — Verfahren von Roe iiberein
[24].

Wie oben unter Pkt. 4.3 gezeigt wurde, konnen die Eigenwerte 4; und A, der Jacobi — Matrix
A im Rechenraum ihr Vorzeichen indern. Ist xo ein derartiger Punkt, in dem z.B. 4; = 0 ist,
dann entartet die Matrix A und das Schema (75), (76) verliert seine dissipativen
Eigenschaften, welche die Monotonie des Profils des Differenzen — Verfahrens in der
Umgebung der StoBwelle gewdhrleistet [25]. Um diese dissipativen Eigenschaften zu
erhalten, wird die Stromfunktion aus folgender Gleichung [39] berechnet:

(U, ) =5 [ FUN + FUL) J- - Ry (DR (U, - U7, (78)

i+l i+l
WO

w(R) =diag(y(2 )0 (2,), (79)

32



21, |z[z o

w(z)=1z"+6" (30)
5 |z|<o

und J — Konstante, die vom Nutzer vorgegeben wird. Bei z = 0 folgt aus (80): w(0) = 0,5 6.
Mit der Funktion y(z) (80) wird die Dissipation des Differenzen - Verfahrens auch in den
Gebieten der Fliissigkeitsstromung gewéhrleistet, in denen irgendwelche Eigenwerte A; ihr
Vorzeichen dndern.

Wie bereits im Pkt. 4.3 gezeigt wurde, kdnnen sich im System der Euler — Gleichungen bei
krummlinigen Koordinaten nur die Vorzeichen der Eigenwerte A; und A, d&ndern, ansonsten ist

A3 < 0 und Ay > 0. Unter Beachtung des konkreten Verhaltens der Eigenwerte kann die

Matrix i (A) wie folgt geschrieben werden:

w(A)=diag(y (2,).W(2,),~A 54 ,).
Zur Vereinfachung der Programmierung des Differenzen — Verfahrens nach Roe wurde
jedoch die Form der diagonalen Matrix w(A) (79) eingesetzt.

Die Verallgemeinerung des Verfahrens von Roe (75) auf den Fall von zwei- und
dreidimensionale Variable, fordert die Kenntnis der genauen Losung der mehrdimensionalen
Riemannschen Aufgabe. Diese Aufgabe wurde jedoch bis zum gegenwirtigen Zeitpunkt noch
nicht gelost. Die Verallgemeinerung des Schemas von Godunov auf den mehr-dimensionalen
Fall wird durch die Aufspaltung des mehrdimensionalen Operators auf eindimensionale
Operatoren verwirklicht [24]. Die oben dargelegte numerische Methode von Roe kann
demnach auf jeden Operator angewendet werden. Mit anderen Worten, in jeder Raumrichtung
wird die Losung der eindimensionalen Aufgabe durch Aufspaltung des Drucksstof3es
angewandt. Diese Herangehensweise wurde erstmals von S. K. Godunov bei seinem
zweidimensionalen Schema der Aufspaltung von DruckstéBen eingesetzt [40]. Wie in [24]
gezeigt, ergibt die Aufspaltung des mehrdimensionalen Operators in aufeinander folgende
eindimensionale Operatoren gute Ergebnisse in den Fillen, in denen die Orientierung der
StoBwellenfront mit der Orientierung der Linien des Rechennetzes iibereinstimmt. Solche
StoBwellen werden genau erkannt und berechnet. In der zur l6senden Aufgabe, wie weiter
unten an Hand von Beispielen noch gezeigt wird, bewegen sich die StoBwellen vorrangig in
Richtung der & - Achse, d.h. in Richtung der zentralen Linie des spiralférmigen Kanals.
Dieser Sachverhalt ist fiir die genaue Berechnung des StoBwellenverlaufs mit der Methode
von Roe von Vorteil.

Fiir die Verallgemeinerung des Schemas von Roe (75) und (76) auf den dreidimensionalen

Fall ist folgende Zerlegung notwendig:
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A=RAR;/; B=R,AR;; C=RAR;" (81)
Die Ausdriicke fiir die Matrizen R,, A,, v=1, 2, 3 sind in der Anlage 1 zusammengestellt.
In Analogie zum eindimensionalen Fall (siehe Bilder 4 und 5) wird angenommen, dass die
Komponenten des Vektors U";; im Zentrum der Zelle im Raumpunkt (& #, ¢), d.h. im Punkt

mit den Koordinaten (&i+1.2, #j+1/2, (k+1/2) liegen, wo gilt:
$iv12 = Smin + (1= 0,5)4E, i =1,..., Ni= I; j+12= (-0,5)4n, j=1,...N2—1;
Gev12= (k- 0548 k= 1,...,Ns-1.

Das Schema von Roe, angewendet auf das System (18), kann dann wie folgt definiert werden:

n+l _ yyn n n n n n n
(Uijk Uijk )Jijk n (I)i+l/2,j,k _(I)i—l/Z,j,k 4 lPi,j+l/2,k _Ti,j—l/z,k n I r

L k12 T k=172 —-J.R"

T AE AR AC geke

(82)

wobei die Stromvektoren ®" 2k, ¥'iz1/2)k Iz 12k aus folgenden Formeln berechnet

werden:

n —
i+1/2,j,k —

[F (U )+ F (U200 ]S Ry (AR (T (U~ U3) - 63)

ek [\)|>—¢

Tz”l,j+1/2,k = —[é(Uﬁk ) + G (U?,jﬂ,k ):| _%(Rzl//(Az )R;l )(I_']j+l/2 )(UZjH,k - U;k )a (84)

N

F?,j+1/2,k = E[I:I (U;k ) + ﬁ (U?+l,j,k )} _%(Rsl//(As )R;l )(I_']k+l/2 )(U?,j,kﬂ - UZ’k ) (85)

In (83) - (85) sind:
w(A,)=diag(y (41").p(2)w (A7) (247)), m=1,23.

Aus dem aufgebauten Schema von Roe (82) — (85) ist deutlich zu erkennen, dass in

Abhingigkeit von den Vorzeichen der Eigenwerte in den Jacobi — Matrizen A, B, C, die
Differentialoperatoren nach & #, { im Differenzen - Verfahren mit Hilfe einseitiger
Differenzen approximiert werden. Die Ableitung nach ¢ wird im Schema von Roe ebenfalls
als einseitige Differenz nach der Zeit approximiert. Deshalb ist das Schema von Roe (82) —
(85) ein Approximationsverfahren erster Ordnung nach 7 und nach den Raumvariablen.

Zur Gewdhrleistung eines stabilen Differenzen — Verfahrens ist im Schema von Roe die

Berechnung des maximal zuldssigen Zeitschrittes t erforderlich. Die Stabilitdt von
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Differenzen — Verfahren wird mit Hilfe der Fourier — Methode analysiert. Diese Methode ist
jedoch nur fiir Differenzen — Verfahren mit konstanten Koeffizienten anwendbar. Fiir den
Einsatz im Schema (82) — (85) muss deshalb zunichst eine Linearisierung der
Differenzengleichungen durchgefiihrt werden. Anstelle von U",,;, wird deshalb
Uy = Ug +8U" (86)

wo Uy — ein bestimmter konstanter Vektor und 8U",;, — sehr kleine GroBen sind, in die
Gleichungen (82) — (85) eingesetzt.

Die unteren Indizes m, [, ¢ kennzeichnen beliebige Punkte aus der Schablone des Schemas
von Roe (82) — (85). Nach dem Einsetzen der Formel (86) in (82) — (85) folgt unter
Vernachldssigung aller Glieder der GroBenordnung O(8U")") fiir alle v > 1 folgendes lineare

Differenzenschema:
n+l n n n n n n
J '5Uzjk _5Uzjk T JA 5Ui+l,j,k _5Ui—1,j,k _lJ |A | 5Ui+l,j,k _25Uijk +5Ui—1,j,k
0 . 0o 2NE h Yol A&
B 5U1’7’j+1,k —5U1’7’j_1)k _lJ B, | 5U;‘1,j+l,k —25U;k +5U;’,j_1,,{ 87)
020 2A7 h 701 B0 A7
ou’.. . —-oU’. ou”. . -20U" +oU".
+J0C0 i,j,k+1 i,j,k=1 _lJO |C0 | i,j,k+1 ijk i,j,k—1 :JOR(UO +5U:k ),
2AS 2 AS
mit den Bestimmungsgleichungen:
Ao = EA(Uo) + &B(Uy), Aol = (Riy(A )Mo 'R ™)(Up), (88)
By = n.A(Up) + 1,B(Uy), IBo| = (Row(A2)Jo™ 'Ry H)(Up), (89)
Co = LA(Up) + 4B(Ug) + ZC(Up),  [Col = (Ray(As)Jo™ Rs™)(Uo), (90)
Jo = Jiji.

Wird unterstellt, dass in einem bestimmten Teilgebiet des Rechenraumes die

Fliissigkeitsstromung parallel zur & - Achse verlduft, dann lautet das Kriterium fiir die
Stabilitdt der CFL — Bedingung:
TSAS/A 4 max |5 91)

wobei |4 , ... | — der Modul des maximalen Eigenwertes der Matrix Ao in (88) ist. Gemél

(42) gilt:

|1’A0max|:|§xu+§ yv|+c\’§)2c+§i'
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Analog, im Fall einer Fliissigkeitsstromung parallel zu den n- und &- Achsen, fiihrt die CFL —
Bedingung zu folgender Beschrinkung des Zeitschrittes:

r<An/|A, T<AL| A, (92)

max| > max | *

mit
| A gy ma | =71 2047 I+ 150 | A o | =6 U+ v+ Wl He JE I+

Die drei Ungleichungen (91) — (92) konnen zu folgender Ungleichung zusammengefal3t

werden:

’Z'Smln(A §/|/1A0max|aAn/l/lBomax|’A4/|lC0maxD'

In praktischen Berechnungen wird der Zeitschritt T aus folgender Formel berechnet:
T:CmI?[mln(A §/|/’LA0max|7A n/l;LBOmaxl’A é//|2’C0max |)] (93)
L

Die GroBe C in (93) ist die Courant — Zahl. Sie liegt im Bereich 0 < C < 1.

Weil in der betrachteten Fliissigkeitsstromung die StoBwellen nicht sehr stark sind, kann die
numerische Losung Uk in jedem Punkt (7, j, k) in Form der Gleichung (86) dargestellt
werden. Unter Uy wird dabei die Losung im Punkt (7, j, k) zum Zeitpunkt ¢ = 0 verstanden: U,
= U’

Angesichts dieser Vereinfachung braucht die Zeitschrittweite T gemafl Formel (93) auf der
Grundlage der Anfangsbedingungen (10) nur einmal vor Beginn des Rechenzyklus berechnet
werden.

Die richtige Organisation der numerischen Berechnung des Differenzen — Schemas von Roe

(82) ist von entscheidender Bedeutung fiir den dafiir erforderlichen Zeitaufwand [41]. Zur

Bestimmung der Vektorkomponenten von Uff;l , miissen zundchst die Stromvektoren von Roe

o7, 12k s v, 12k und I}, 12,k s d.h. insgesamt 6 Funktionen, berechnet werden. Dafiir
bieten sich in erster Linie die folgenden Verfahren an:
1. Berechnung aller sechs Strome unabhéngig fiir jede Zelle.
2. Einsatz der Losung der (n + 1) — ten Zeitebene in der Zelle (i, j, k) des Stromes,
die bereits vorher in den benachbarten Zellen berechnet wurde.
Fir die Bewertung der Rechenzeit des ersten Verfahrens wird angenommen, dass der

Zeitaufwand fir die Berechnung jedes Stromvektors (®,,, ;. ¥} ., undI7 ;. ) gleich

T. ist. Mit (N} — 1)(N, — 1)(N3 — 1) Zellen im Rechenraum, ergibt sich damit eine
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Gesamtrechenzeit 7T 2(1) fir das erste Verfahren von
TyV=6Ty(N; — 1) (N2 — D(N; - 1).
Beim zweiten Verfahren wird in Analogie zu [41] zunéchst nur eine Schicht von Zellen (i,j,k)

betrachtet, die in der Ebene k& = const liegt. Aus dieser Schicht werden jene Zellen

ausgewdhlt, flir die j = const ist. Wie Bild 4 zeigt, ist der Strom ®;,, , ., durch den rechten

Rand i + "2 der Zelle (i, j, k) gleich dem Strom durch den linken Rand der Zelle (i + 1,j,k).
Gleiches gilt auch fiir den Strom ¥}, ,, durch den oberen Rand j + V2 der Zelle (i, j, k).
Deshalb konnen die berechneten Werte von vier Komponenten des Stromvektors @7, .,
auf vier Rechenschritte beschrénkt werden. Wie bereits bei ®;,, ., werden auch die
Komponenten des Vektors ¥ ., ,, in vier eindimensionalen Massiven gespeichert. Bei der
Berechnung der Stromvektoren @7, ., und @}, ., in der Zelle (i + 1,j,k) wird der Wert
von @, . schon nicht mehr berechnet, sondern aus dem gespeicherten Daten von
®;,,,,, der davor liegendenden Zelle (i, j, k) entnommen. Das bedeutet, dass fiir die
Berechnung von Ul’;.,fl in der Reihe der Zellen j = const und k£ = const nur N; der
Stromvektoren ®;,, , ; berechnet werden. Folglich betrigt der zeitliche Rechenaufwand T 5?
fiir die Bestimmung der Stromvektoren UZ.,tl, ¥ . und T, ., auf der Grundlage des

zweiten Verfahren
Ty® = T[Ni(N2 = (N5 = 1)+ (N = DNo(N3 = 1) + (N} = D)(Va = DN3].
Ein Vergleich mit dem ersten Verfahren werden demnach 50 % der Rechenzeit eingespart.

6.2. Mittel nach dem Differenzen — Verfahren von Roe fiir barotrope Fliissigkeiten

Fiir die Berechnung des Mittels nach dem Differenzen — Verfahren von Roe muss die Jacobi —

Matrix A folgende Eigenschaften besitzen:
a) Hyperbolisches System

Es wird gefordert, dass A reelle Eigenwerte A, =1, (U,,U,)besitzt, welche in folgender

Reihenfolge geordnet sind:

A <A, <. <A,
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AuBerdem wird verlangt, dass die Matrix A einen vollstindigen Satz unabhingiger
Eigenvektoren R”,R®, ... R"™ besitzt.
b) Ubereinstimmung mit dem genauen Jacobian
A(U,U)=A(U).

¢) Erhaltungssatz an den Sprungstellen

F(U,)-F(U,)=A(U,-U,). (94)
Die Eigenschaft c) gewihrleistet die Ubereinstimmung mit den Erhaltungssitzen. Sie
gewihrleistet auBerdem das Erkennen der isolierten Spriinge, d.h. wenn Uy und Ugr mit
einem isolierten Sprung verbunden sind, dann erkennt der angenéherte Riemann — Loser diese
Unstetigkeit genau.
In [24] wird eine Prozedur fiir die Berechnung des Mittels der Vektorkomponenten U von
Roe fiir den Fall eines idealen Gases mit Hilfe der Zustandsgleichung p = (y — 1)pe, wo y —
das Verhiltnis der spezifischen Warmekapazititen und € - die spezifische innere Energie ist,
vorgeschlagen. Diese Prozedur beruht auf der Einfithrung des Vektorparameters Q.
In [25] wir ihre Anwendung am Beispiel einer isothermen Gasstromung mit der
Zustandsgleichung p = pa’, wo a > 0 die konstante Schallgeschwindigkeit ist, demonstriert.
Aus dem Vergleich der Ausdriicke fiir die Mittel der Fliissigkeitsdichte p, der
Geschwindigkeit # und der Schallgeschwindigkeit ¢ fiir die Félle eines idealen Gases mit der
Zustandsgleichung p = (y — I)pe und einer isothermen Gasstromung mit der
Zustandsgleichung p = pa’ folgt, dass die Ausdriicke fir p und @ in beiden Fillen

ubereinstimmen:

+
B=p,pe, #= Pl pRuR.
\NPL T Pr

Das System partieller Differentialgleichungen fiir die Beschreibung einer eindimensionalen

(95)

Stromung einer barotropen Fliissigkeit ohne Reibung lautet [3]:

ol p+pu’
9 Opu_y Opu, (p+r )=0. (96)
ot Ox ot Ox
Aus (96) folgt [3]:
0 1
v=| 7] auy=-ZFU_ o , 97)
pu ou c—u" 2u

mit ¢ = dp(p)/dp = 1/p.
Mit Hilfe dieser Gleichungen wird das Mittel nach Roe fiir die Schallgeschwindigkeit direkt

aus (94), d.h. ohne Einfiihrung des Vektorparameters Q, bestimmt. Dazu wird # in der Matrix
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A berechnet, die GroBe ¢ jedoch als Unbekannte betrachtet, die aus (94) zu bestimmen ist.
Aus der Gleichung (94) in Komponentenschreibweise sowie (96) und (97) folgt fiir den Fall

einer barotropen Fliissigkeit :
PRUR — PLUL = PRUR — PLUL, (98)
D+ Pty = Py~ Py, = (Ez ~u’ )(pR ~ Pr ) + 25(:013”13 - pLuL)' (99)

Die Gleichung (98) ist offensichtlich identisch. Wird in (99) der Ausdruck (95) fiir

u eingesetzt, so folgt schlieBlich:

Pr— D¢ =c’ (pR _pL)7
und daraus fiir ¢°:

Pr~PL
Gleichung (100) stellt das Quadrat des Mittels von Roe fiir die Schallgeschwindigkeit einer

T (100)

barotropen Fliissigkeit dar.
Fiir den Fall pgr = p; , d.h. auch pg = In pr = p; = In p;, folgt aus (100) die Unbestimmtheit
0/0. Fiir ihre Losung wird die Regel von I’Hospital genutzt:

lim Pr—P; — dp(pL) :L_

PrPL Pp = Py dp P

Damit berechnet sich das Quadrat des Mittels von Roe fiir die Schallgeschwindigkeit in einer
barotropen Fliissigkeit mit der Zustandsgleichung p = In p aus der Formel:

pR_pL’ pR_pL;tO
- Pr~PL

1
> Pr =P
P

Die Mittel von Roe fiir die Vektorkomponenten U,,,,,, welche in Formel (83) fiir ®";1 1«

eingehen lauten (der Index n wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen):
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— N Pt TN Pt ki ke — A P Vi TN PivtjuVisrjk
Ui = s Vian = 5
NPk T \/pi+l,j,k \ Py T \/pi+l,j,k

05
Pivijx —Pijx —12
n | Pk~ pi,j,k| >10
NP Wik YA P ja Wierje . — Pivtjk = Pijk

Wiy = \/7+F 5 Can = { ; (101)
ijk i+1,/,k —-12
> |pi+l,j,k - pi,j,k| <10
N Pijk
Pivii2 = A PijiPist k-

In die Ausdriicke fiir die Elemente der Matrix Z gehen auBerdem die GroBen u,v,w (41)

ein. Den Hinweisen von [42] folgend, wurden auch die Mittelwerte ,,,,,,V,,,,,,W,,,, in der

Matrix A berechnet. Die Formeln dazu lauten:

Ui = é:x,i+1/2ui+l/2 + 5y,i+l/2vi+l/2’ Viera = My iviaUivrn T 12Viws2s

- (102)

A

W2 =G it + gy,i+l/2vi+l/2 + & 2 Wina -

Die GroBBen & i+10, &iv12 in (102) wurden aus dem arithmetischen Mittel:

Soivrz = (I2)[(EDik + EDivijrd s Soiviz = (172)[(E)ik + (&)i+1ji], (103)

Nwi+1/2 > Nwit1/2 Coiv1/2, Cuit1/2» G2 — aus dem entsprechenden arithmetischen Mittel dieser

GroBen im Zentrum der Zellen (i,j,k) und (i+1,j,k) bestimmt.

Die Komponenten der Mittel von Roe fiir die Vektoren U 112 und U,,,,, in den Formeln (84)

und (85) fiir die Stromfunktionen Tni,j+1/2,k und rni,j,k+1/2 von Roe wurden analog zu den

Formeln (101) — (103) berechnet.

6.3 Numerische Umsetzung der Randbedingungen

Die oben dargestellten Differenzengleichungen gelten nur fiir die inneren Knoten des
rdumlichen Rechengebietes. Fiir die Berechnung der Komponenten des Vektors U” an den
Réndern dieses Gebietes miissen die Differenzengleichungen zur Bestimmung von @";1 1,k ,
W+ 126 und T k112 noch abgeleitet werden.

1) Ebene & = smin (i+1/2=",d.h.i=0)

In Ubereinstimmung mit Formel (83) werden fiir die Berechnung der Stromfunktion ®";. ;> «
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folgende Werte bendtigt:
n n n —_ - - -
UojrksVojkoPojr> YinsViasPiz2>Cun-
Die Geschwindigkeitskomponenten u"y s, V"9, » wurden durch eine Extrapolation 0 — ten

Grades bestimmt: u";x = u";jx V"0, 5= V"1, . Fiir die Berechnung von p;,, wurde die
Randbedingung (12) oder (13) verwendet: p,,, = F,(¢,) . Mit Hilfe der Zustandsgleichung

p = In p ergibt sich somit:
Pin= eXp(ﬁ ;l/z): Cin=l/\pi,.

Aus der Formel fiir das arithmetische Mittel folgt aulerdem:

P g,j,k: 2p0,—p ;l,j,k .
2) Ebene ¢ = 8,0 (i = Nj)
Im Zusammenhang mit der technologisch bedingten Begrenzung der Ausdehnung des spiral-
formigen Kanals ldngs der z — Achse, kann der Rand ¢ =s,,, einen beliebigen Winkel in
Beziehung zur x- Achse des kartesischen Koordinatensystems annehmen. Deshalb wurde fiir
diesen Rand ein Algorithmus ausgearbeitet, der in zwei Stufen realisiert wird.
In der ersten Etappe erfolgt der Ubergang in die Ebene ¢ = s,,,, zum lokalen kartesischen
rechtwinkligen System, dessen X - Achse lings des Kanals verlduft.
In der zweiten Etappe, im System der Koordinaten X, y,z", erweisen sich die Bedingungen
des Algorithmus anwendbar, der in [23] beschrieben, die Theorie der eindimensionalen
Invarianten von Riemann benutzt. Durch Anwendung dieses Algorithmus wird zunichst die
resultierende Geschwindigkeit # im Koordinatensystem X, Y,z und nach anschlieBender
Transformation die resultierenden Geschwindigkeiten u,v,w im Ausgangssystem der
kartesischen Koordinaten x,y,z bestimmit.
Bezeichnen mit a den Einheitsvektor der Tangente zur Zentrallinie des spiralformigen
Kanals (22) bei N;— 1 (€ = Spax— 054¢), d.h. a =(a,,a,,a;), wobei

(xf )Nl—l/z _ (yf )Nl—l/2 a = (25 )Nl—l/2

al:—’ aZ_ =

dl dl o dl
0.5

=) T 00 T ]

ist. Weiterhin bezeichnen mit 4 den Einheitsvektor der Tangente zur Linienschar ¢ = const,

3
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= const bei & = spa— 054E: b = (by,by,by),

(x,] )N1—1/2 , b= (y” )Nl—l/Z _ N2
d, d, d,

T [CS N CS N CY R

Mit Hilfe der Formel (24) 148t sich beweisen, dass die Vektoren a und b orthogonal sind.

b =

Der dritte Einheitsvektor ist so zu bestimmen, dass er senkrecht auf der Flache steht, die von
den beiden Vektoren @ und b gebildet wird. Damit ist ¢ =ax b , d.h., ¢ ist das
Kreuzprodukt der Vektoren d und b . Wenn ¢ = (c;,c,,c;), dann ist

c; = azbs—bras, c>;=bjaz—abs, c3=ab;—ax)b,.
Fiir die Losung der oben gestellten Aufgabe wird ein neues kartesisches Koordinatensystem
mit den Achsen OX , 5)7, 53, in Richtung der entsprechenden Vektoren a,b und ¢,

eingefiihrt. Hier ist O der Ursprung des neuen Koordinatensystems, d.h. der Punkt mit den

Koordinaten (Xo(Smax), Vo(Smax)» Zo(Smax))- Bezeichnen mit #,v, w die Komponenten des

Geschwindigkeitsvektors ¥ lings der entsprechenden Richtungen von d,b,¢. Dann gilt
i =(,d) = au+a,v+aw,V = (,b) = by +byv+byw, w=(1i,0) = cu+c,y+cw. (104)

AuBerdem werden noch die Ausdriicke flir die Darstellung der Funktionalitit zwischen den

Komponenten u,v,w und u,v,w benétigt. Die Auflosung des Systems (104) beziiglich u,v,w

ergibt:

u=(bycy —c,by)u +(azc, —ayc3)V+cow; v=(byc; —bicy)u + (a,c5 — azcy)vV +c,w; (105)

Es ist bekannt, dass die Euler — Gleichungen beziiglich der Transformationsiibertragung und
der Drehung der kartesischen Koordinaten invariant sind [43]. Die Euler - Gleichungen im
Koordinatensystem Xx,7,Z,¢ lauten:

ou N oF(U) N oG(U) N JH(U)

=R(0). 106
ot ox oy 05 L) (106)

Den Vektor U erhilt man aus dem Vektor U in (15) durch den entsprechenden Austausch

von u,v,w durch #, v, w.
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0

Ap -
—— |V U— pa
B 2D| ‘ paGE
R(U) = Ap (107)
_ 2P 51v— ob
2D|V|V pb,g

4P
2D

[VIw=pecsg

In (107) sind die Elemente —pasg, —pbsg, —pcs;g Komponenten des Vektors -p g im neuen
Koordinatensystem 5)?}3. Tatsdchlich, in den Ausgangskoordinaten x, y, z besitzt der
Vektor g die Koordinaten g =(0,0,—g). Wenn g =(g,,g,,g;) die Zerlegung des Vektors
g in den neuen Koordinaten ist, dann ist g, =(g,a) = —ga; usw.

Im neuen Koordinatensystem OX j 7 liegt Richtung der Hauptstromung in Richtung der

Achse O% . Damit ist die folgende Prozedur fiir die Berechnung der Randbedingungen
anwendbar [23]:

a—'0+6’0~u=0
ot O0Xx

6pﬂ+6(p+pﬁ2) _Ap
ot ox 2D

V)i~ pa, g. (108)

2

Weil in der betrachteten Aufgabe die Machzahl M < 1 ist, wird nur der Fall |u |[<c¢ genau

betrachtet.
Die Riemannschen Invarianten W;, W,, die dem System (108) entsprechen, sind in [3]

abgeleitet und haben folgende Form: W, =u+2c, W, =u—2c. Hier sind ¢ — die
Schallgeschwindigkeit , wobei ¢ =./1/p ist. Wird mit WIO der Wert der Riemannschen

Invarianten ¥}, berechnet fiir die Anfangsbedingung, definiert, so ist W, =i, + 2¢, . Unter

der Annahme, dass die Bedingung X = +oo ldngs der Charakteristik dX/dt =u —c im Punkt

¢ = smax bei t = 0 Giiltigkeit hat, erhélt man fiir £ = s,,,,, folgende Beziehung:
a]rifjil/z,j,k + 201’::11/2,;,1{ = VVlo . (109)
Die Riemannsche Invariante W, =i —2c ist lings der Charakteristik dx/dt =i +c konstant.

Unter der Annahme, dass der Wert der Grof3e # auch in der Zelle (N;— 1, j, k) konstant ist,
folgt, dass die Riemannsche Invariante W, im Punkt mit den Koordinaten (Sma 7, )

folgenden Wert annimmt:
0 _ ~n n _ ~n+l n+l
W, = Uy 1k — 2ch—l,j,k SUy ok T 2CN1—1/2,j,k . (110)

Die Auflésung der Gleichungen (109) und (110) beziiglich i, , ., ey’ 5, ergibt:

43



”7]’:/?11/2,]‘,/(:0’5(”/10 +VV20); (111)

— _ el _ 0 0
Cyp-1r2 = Cy1y2k = 0 25(VV1 -, )

Damit ist
Pan = (1) s Payoa =In(By 0 ). (112)
Aus dem Querschnitt i = N; — I werden in Analogie mit [23] die Grofen v", W" in den
Querschnitt i = N;—1/2 iibertragen:
VN2 ik = YNtk Waicizik = Whiojke (113)

Anschlieend werden die Werte (111) und (113) in Form von #, v, w in die Formeln (105)
eingesetzt und die Werte der GroBen u,v,w am Rand & = s, bestimmt. Diese Werte, aber

auch die Schallgeschwindigkeit ¢, ,,, werden fiir die Berechnung der Stromfunktion

@}, von Roe (83) benutzt.

3) Untere Wand des Kanals (Ebene (= 0)

Fir die Berechnung Stromfunktion I'; 12 durch diese Wand ist es zweckmifig die Formel

fir H aus (46) zu nutzen. In diese Formel geht die GroBe w ein, die aus (41) bestimmt wird.

Mit (27) folgt daraus fiir = 0:

¢, (usiné +veosé)+w[a+B, (n-0,5)] ~
H[a+B(n-0,5)] -

d.h., an der Wand {'= 0 wird die Undurchlissigkeitsbedingung (31) erfiillt. Damit ist

W=

2

" T
H,,,=J-(0.¢.p.¢,p.¢.p) - (114)
Fir die Berechnung des Druckwertes p”;; ;> wird der Ausdruck (35) mit folgender Formel

approximiert:

Pl =P _ af, (p§ )i,j,l (115)

0508 2 4[a+B,((j-0.5)a7-0,5)]

Hier ist (pg);;; die Approximation der Ableitung dp/d¢ im Punkt (i, j, I):

(p;lﬂ,j,l _p;fj’l)/Af, i=1
(pf )i,j,l - (pinﬂ,j,l _pz‘n—l,j,l)/(zAf:), I<i<N, -1
(Ply=pli )/ AL, i=N, -1,
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Die Gleichung (115) ist beziiglich p";; ;> sofort 16sbar. Mit den erhaltenen Ergebnissen kann

die Stromfunktion I:Il”/l ,, nach Formel (114) berechnet werden.

4) Obere Wand des Kanals (Ebene {= 1)
Da die oberen und unteren Winde des Kanals zueinander parallel sind, miissen auch die
Normalvektoren dieser Wénde zueinander parallel sein. Deshalb gelten die oben erhaltenen

Formeln analog auch fiir die obere Wand.

5) Vertikale Wand des Kanals (Ebene 7= 0, 77=1)
Fiir die Berechnung wird die Formel fiir G (46) eingesetzt. Nach der Bestimmung von v am
Rand 7 = 0, folgt mit der Undurchléssigkeitsbedingung (36), dass v =0 fiir 77= 0 ist.

Damit kann fiir die Berechnung der Stromfunktion (A}f,l ;. Tolgende Formel angesetzt werden:

A

G 1"1,1/2,1(: J-(O, n.p Zl,kan v P ?,1,/( ,O) "

Hier wurde die Randbedingung fiir den Druck (37) bereits eingesetzt. Nach Approximation

der Ableitung Jp/d 77am Rand 77= 0 folgt: p";, 104 = p"i 14
Am Rand 7 = 0 muss auBerdem noch das Mittel von Roe fiir die Komponenten des

Geschwindigkeitsvektors u,,,,,V,.,/5, W;, 1,2,/ = 0 bestimmt werden. Threr Berechnung wird

folgender Algorithmus zu Grunde gelegt. Die Groflen v, und v, seien die Normale und die
Tangente zur Wand 7= 0 der Komponente des Geschwindigkeitsvektors. Auflerdem werden
noch folgende GroBlen eingefiihrt:

Vo = [(Xp)outo + (Vp)ovo T+ (z)owol/d1o; Veo = [(XDouo + (Vo Vo + (zdowo]/d20,
wobei Vo =va(& — 0,541, C 1), (xy)0 = (& —0,547, )/ usw.,

und

da =5 )+ () + () o=y ), + () + (=),

sind.
Bei 7= A7/2 sei:

Vi1 =[O iur + Op)ivi + (z)iwi]/dii ver = [(XDiur + e)ivi + (z9iwi]/do .
Unter Beriicksichtigung der Formel (29) gilt d; o = d;;; |do; — daol = O(4y /2). In der
weiteren Ableitung wird mit dem Ziel einer weitgehenden Vereinfachung angenommen, dass
in erster Ndherung die Gleichung d,; = d, erfiillt ist. Weil v, = 0 an der Wand n = 0 erfiillt

ist, folgt daraus nach Anwendung der Formel fiir das arithmetische Mittel:

45



Vot v = 0. (116)
Die Grofle v o wird mit der einfachsten Extrapolationsformel [8] berechnet:
Vo =Vl (117)
Die Gleichungen (116) und (117) ergeben ein System von zwei algebraischen Gleichungen
fiir die Bestimmung der gesuchten Grofien uy und vy:
(ot + V)ovo = —Vni1drs;,  (xDouo + (Vovo = vz d2 . (118)
Hier wurde beriicksichtigt, dass gemél3 (24) z,, = 0 ist. Die Determinante A dieses Systems ist

ungleich Null:

(x:)o (yé)o

A: =

(x2), (),

mit oo=a + B;(-0,547 - 0,5) > 0. Die Losung des Systems (118) ergibt:

Uy =%{[VT»1d2,1 _(Z )o W0i|(y’7 )0 +v”’1d1’1 (y'f )0};

0Dy

vy =— alBl {[vr,la’z)l —(z§ )0 wo}(xﬂ )0 +v,.d,, (x§ )0}

Anschlieend werden die Groen u,,, und Vv,,,, welche in die Mittel von Roe fiir den Vektor

—osiné -ocosé
B cos&  —Bsiné
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U,,,, eingehen, mit folgenden Formeln berechnet:

Uy = (1/2)(”1"?1,1« +”o); Vi = (1/2)("‘”1,/( +V0); W2 = Wiy

i

Weil die vertikalen Wénde zueinander parallel sind, gelten fiir 7= 1 die gleichen Formeln wie

fiir den oben betrachteten Fall 7=0.

7.  Numerische Ergebnisse

7.1 Validierung des Fortran - Programms

Zur Validierung des ausgearbeiteten Rechenprogramms wurden die numerischen Ergebnisse
mit der exakten analytischen Losung fiir den Fall der Ausbreitung einer StoBwelle in einem
Kanal verglichen. Fiir diesen Fall waren die Anfangsbedingungen von p, u, v, w gegeben und
nur abhdngig von x. AuBerdem sind die Geschwindigkeitskomponenten v(x,y,z,0) und
w(x,1,z,0) gleich Null. Die exakte Losung ldsst sich aus den folgenden Bedingungen von
Rankine — Hugoniot ableiten:

Ustor =) = q1 —qo; q1(Us —u1) = qo(Us —ug) = p1 = po. (119)

In diesen Gleichungen ist U; die stationire Geschwindigkeit der StoBwelle. Die Gro3en mit
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dem Index ,,1 beziehen sich auf den Zustand des Gases hinter der Front, die Groflen mit dem

Index ,,0“ — vor der Front der Stoflwelle. Es wird der Fall betrachtet, dass sich das Medium

vor der StoBwelle im Ruhezustand befindet, d.h. u, =g, =0. Aus (119) folgt dann

Utpr—po) =q1;  Usqr =qu; + pr—po. (120)
Wird die erste Gleichung von (120) auf beiden Seiten mit U, multipliziert, so folgt

2
Us (pl_po)zUsql' (121)
Weil auBerdem gilt u, =¢,/p, und damit qu, =q;/p,=U(p,—p,)°/p,» kann die zweite

Gleichung von (120) auch in der Form

Ui (p = p)=U (P = p)" | P+ P = Py (122)
geschrieben werden. Aus (121) und (122) ergibt sich folgende Formel fiir das Quadrat der
Geschwindigkeit der StoBBwelle ableiten

2
Us =(p,/ py)[In(p,) - In(p,)]/(p, - p,)- (123)
Sind die Werte von p, und p, > p, gegeben, so kann mit (123) die Geschwindigkeit der

stationdren StoBwelle, mit u; = Us(p; — py)/p; und (20) auch die Geschwindigkeit und der
Druck hinter ihr berechnet werden.
Um die Richtigkeit der Programmierung der im Pkt. 6 abgeleiteten Differenzengleichungen
auf dem krummlinigen Gitter zu priifen, wurde ein Fortran — Programm fiir einen
rechteckigen Kanal mit konstantem Querschnitt entwickelt. Fiir diesen konkreten Fall wurde
folgende Transformation von den kartesischen Koordinaten x, y, z zu den krummlinigen
Koordinaten &n,¢: x = &, vy = By, z = H;¢ durchgefiihrt, wobei B; und H; die inneren
Abmessungen des Kanalquerschnitts sind (siehe Bild 1). Die metrischen Ableitungen verein-
fachen sich dabei zu folgenden Ausdriicken:

&=1,6=6=0 ne=n.=0,n,=1/B;; ¢x=¢,=0,¢=1/H, (124)
Bei dem durchgefiihrten Test des Programms wurden folgende GroBen fiir den Kanal

angesetzt: B; = H; = 0,04 m., Linge des Kanals entlang der x — Achse, L =1 m.

In den Berechnungen, dessen Ergebnisse im Bild 6 dargestellt sind, wurden die Quellterme
auf der rechten Seite der Impulserhaltungsgleichung (2) gleich Null gesetzt, um die
numerischen mit den genauen Ergebnisse zu vergleichen. Die Bilder 6 zeigen die Ergebnisse
der numerischen Berechnung und die exakte Losung (gestrichelte Linie) fiir den Moment ¢ =
t,, wenn die Schockwelle den Kanal noch nicht verlassen hat. Fiir die numerische Berechnung

wurde ein Rechengitter, bestehend aus 100x10x10 Zellen verwendet. Aus den Bildern 6(e)
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und 6(f) ist ersichtlich, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Schockwelle von Schema

Roe richtig reproduziert wird. Das Profil der mit dem Differenzen — Verfahrens erhaltenen
Losung ist monoton.

u
e
e
2700 7
s sr e e s Y
G s
. = e Sl e e s
£ s e e ey
W A S s
e e, R s e e e e n,
s e L
e 27 % o S R
G e e st s R 2 a2 r e 7 s oo A s oo lh
L e e o Rt U5 o
e e 22222
N 7 i s LN
e e e oot oot e e et =%
s oot 2ot b O
e S oS 9 O\ 0.6
75 :
02552 XX
SRR
2200000, \
% X O\ 0.6 "‘ 0.4
N {2
0 0.4 “‘ % 0.2 u
P 2
Yaw,
(K 0.2 “.,;,0./:,, 7
by, % LA T 1% .04
0.6 0,34 0 G 0,03
. QG52 0 X LAY ¢
LA A P L27ALALLN
% s gy 0,02
00600204 20y % Y
0.8 G 0 017 Y . 247 0.01

,,,,,,,,, 0.6F

O O O O o o o
N w0y

Bild 6: Stationdre Schockwelle in einem Kanal bei einer Courant — Zahl C = 0,5: der Druckverlauf p = p(x,y,0,2)

(a) und der Geschwindigkeitsverlauf u = u(x,y,0,t) (b) bei ¢t = 0; der Druckverlauf p = p(x,»,0,¢) (c) und der
Geschwindigkeitsverlauf u = u(x,y,0,¢) (d) nach 150 Zeitschritten; der Druckverlauf p(x,0,02,0,02,t) (e) und die
Geschwindigkeit der Komponente u(x,0,02,0,02,t) (f) nach 150 Zeitschritten.

7.2 Stromungsprozesse im Spiralkompensator

7.2.1 Eingangsdaten fiir die dreidimensionalen Berechnungen

Nach erfolgreicher Priifung des ausgearbeiteten Fortran — Programms kann dieses fiir die

Untersuchung der dreidimensionalen Fliissigkeitsstromung in realen Spiralkompensatoren
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von drehschlagenden Bohranlagen eingesetzt werden. Ziel dieser Untersuchungen ist es,
solche geometrischen Parameter des spiralformigen Kanals zu bestimmen, die einen maximal
moglichen Dampfungseffekt der periodischen Druckstéfe, welche sich im Kanal nach oben
und unten ausbreiten, zu erreichen.

Die Aufgabe der optimalen Konstruktion von Spiralkompensatoren wurde numerisch in [3]
mit Hilfe eines eindimensionalen mathematischen Modells der Fliissigkeitsstromung geldst.
Insbesondere wurde gezeigt, dass der Dampfungseffekt des Kompensators mit wachsender
Lange des spiralférmigen Kanals zunimmt. Diese wird auch durch eine dichte Packung der
Windungen erreicht, d.h., wenn die Wandstérke zwischen den Windungen gegen Null geht.
Andererseits kann bei einer gegebenen Hohe des Spiralkompensators die Anzahl der
Windungen dadurch erhoht werden, dass die Breite B; des hydraulischen Querschnittes grofer
als seine Hohe H; gewdhlt wird. In [3] wurde fiir eine gegebene HoOhe des Spiral-
kompensators und einen konkreten Volumenstrom Qy der Fliissigkeit die optimalen Werte fiir
die Innenabmessungen B; und H; des Kanals bestimmt, die den groBten Dampfungseffekt
gewihrleisten.

Unter Beriicksichtigung der Arbeitsergebnisse [3] wurden folgende Ziele fiir die
dreidimensionale numerische Berechnung der Fliissigkeitsstromung im Spiralkompensator
formuliert:

e Kotrolle und Prézisierung des Dampfungseffektes des Spiralkompensators;

e Information iiber das Bild der Fliissigkeitsstromung in verschieden Momenten der Zeit und
in verschiedenen Querschnitten des hydrodynamischen spiralférmigen Kanals;

e Vergleich der Ergebnisse der eindimensionalen mit den dreidimensionalen Berechnungen
des Druckes am oberen Ausgang des Kanals.

In [3] wurde bereits darauf hingewiesen, dass die Geometrie des spiralformigen Kanals mit
rechtwinkligem Querschnitt gemil (23) und (24) eine Funktion der Parameter a, b, H, d, Zmax,
Az ist. Unter Beriicksichtigung der Empfehlungen [3] wird in den dreidimensionalen
Berechnungen (siehe unten) nur der Fall einer dichten Packung der Windungen, welche dem
Wert Az /H = 1 entspricht, betrachtet.

Bezeichnen mit p,, den maximalen Druck der Fliissigkeit am oberen Ausgang des
Querschnittes & = si,x vom Spiralkompensator. Wie in [3] gezeigt wurde, hiangt die Hohe des
Druckes stark vom Volumenstrom Oy der Fliissigkeit ab. Aullerdem héngt der Wert von poy ,
wie in den Zustandsgleichungen (14), (16) und (17) gezeigt wird, auch von den
Elastizititsmodulen Er und Ey ab. Und schlieBlich hdngt der Dampfungseffekt, wie die

Berechnungen [3] zeigen, von der Hohe der Driicke ppmin, und pax am unteren Eintritt (siche
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Gleichungen (12) und (13) des Kompensators & = 0 ab. Die Gro3e des Druckes po,: am oberen
Ausgang des Spiralkompensators ist damit eine Funktion folgender Parameter:
Pout = F(a, B, H, d; Zmaxs Pmins Pmaxs Q(); EF, EM) (125)

In den numerischen Untersuchungen wurden , wie bereits in [3], folgende Parameter fixiert:

Er = 20,5-10° N/m?; Ey = 200-10° N/m?;
d = 1lcm Zmax = 0,6 m;

a =13cm; p, = 1100 kg /m?;
Pmin = 1 MPa; Pmax = 16 Mpa;

Frequenz f=25 Hz.
Im Ergebnis reduziert sich die Funktion (125) auf eine Funktion von nur drei Variablen:

Pour = F1(B, H, Qy). (126)
Die Werte fiir den Elastizitdtsmodul der Fliissigkeit E» (Wasser) und fiir das Material des
spiralformigen Kanals E), (Stahl) wurden [15] entnommen. Fiir die Beriicksichtigung der
konkreten Stahlmarke, die fiir die Fertigung des Spiralkompensators eingesetzt wird, muss der
Wert fiir £), aus den entsprechenden Handbiichern entnommen werden.
Es sei darauf hingewiesen, dass den dreidimensionalen Berechnungen ein kiirzerer
Kompensator, als in [3] zu Grunde gelegt wurde (anstelle von zp,x = 0,9 m wurde zp,x = 0,6 m
gewihlt). Dies ist damit verbunden, dass in Ubereinstimmung mit Formel (29) die Anzahl der
Windungen proportional zu z,y ist. Zur Gewéhrleistung einer ausreichend hohen Genauigkeit
der Ergebnisse ist mit zunehmenden zp,, eine sehr hohe Anzahl von Knoten ldngs der ¢ —
Achse erforderlich. Ist z.B. N; die Anzahl der Knoten des Rechennetzes, welche eine
ausreichende Genauigkeit bei zp.x = 0,6 m gewihrleistet, so ist flir die Berechnung der

Stromung in einem Kompensator mit einer Hohe von z/ = 0,9 m eine Knotenzahl von N|

notwendig, wobei gilt:

Nl’ :[(Zr’nax/zmax)Nl]’ (127)

Der groBte Teil der Rechenzeit ist fiir die Berechnung der Funktionen U™

auf der Grundlage
der Losung U" mit Hilfe des Differenzen — Verfahrens erforderlich. Sie ist damit direkt
proportional zur allgemeinen Anzahl der Knoten des Netzes N;N,N;. Zur Verringerung der
Rechenzeit wurde deshalb die Hohe des Spiralkompensators mit zy,,x = 0,6 m gewihlt.

Die dreidimensionalen Berechnungen, die nachstehend nédher beschrieben werden, wurden mit

einer Courant — Zahl C = 0,5 in der Formel (93) fiir die Berechnung des Zeitschrittes
durchgefiihrt.
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7.2.2. Stetige Losung

Es wird der Fall betrachtet, das am unteren Ende &= smin des Spiralkompensators eine glatte,
d.h. stetige Randbedingung (12) vorgegeben ist. Wie bereits in [3] gezeigt wurde, bleibt in
diesem Fall die Fliissigkeitsstromung wéhrend der gesamten Berechnung stetig und stellt ein
standig wechselndes Gebiet von Verdichtung und Entspannung dar. Aulerdem wurde in [3]
gezeigt, dass bei gleicher Geometrie des spiralformigen Kanals stetige Randbedingungen (12)
am oberen Ausgang des Kompensators zu einem groferen Dadmpfungseffekt fiithren als
unstetige Randbedingungen (13).

Weil die lineare Ausdehnung des betrachteten spiralformigen Kanals ldngs der € - Achse
ungefdahr 100-mal groBer als die Abmessungen seines rechteckigen Querschnitts B, und H,;
sind, ist der entscheidende Faktor fiir die Genauigkeit der numerischen Berechnungen nach
dem Schema von Roe die GroBe des Schrittes A¢ = (Spaxr — Smin)/(N; — 1). Wenn
beispielsweise 47 = A= 0,1 ist, dann muss zur Gewihrleistung eines dreidimensionalen
gleichmaBigen Gitternetzes in den Punkten (&, 1, {) eine Schritweite von 4¢'= 0,001, oder N,
=~ 1000, vorgegeben werden. Die Berechnung jeder Variante fiir die Fliissigkeitsstromung im
Spiralkompensator erfordert bei einem Gitter, bestehend aus 1000x10x10 Zellen, auf einem
Personalcomputer (Pentium III mit einer Taktfrequenz von 1 GHz) eine Rechenzeit von 20
bis 25 Stunden.

Mit dem Ziel, die Rechenzeit/Variante bei Einhaltung einer noch zuldssigen Genauigkeit zu
senken, wurden eine Reihe von Berechnungen mit stetigen Randbedingungen (12) und
zunehmenden Werten flir N; (Anzahl der Knoten lidngs der £ —Achse) durchgefiihrt. Mit (pou):
und  (pow)2 werden die am oberen Ende des Spiralkompensators erhaltenen maximalen
Druckwerte bezeichnet, die bei der Knotenanzahl N, = Nl(l) Ny = Nl(z), Nl(z) > Nl(l) erhalten
werden. Es wird angenommen, dass mit dem Wert N® eine ausreichende Genauigkeit

erreicht ist, wenn folgende Bedingung erfiillt wird:

dpout = |(p0ut)1 - (pout)zl/(pout)Z = 0;01 . (128)
Ny 161 241 321

Pout, bar 143,60 147,28 148,93
HPout = 0,025 0,011

Tabelle 1:  Druckwerte po,: beim Einsatz der Randbedingungen (12) fiir eine leicht erhohte
Anzahl von Netzknoten N, entlang der € - Achse

In der Tabelle 1 sind die Werte po,; dargestellt, die fiir einige Werte N; bei N, = N3 = 12 zum
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Zeitpunkt ¢ = 0,03597 s erhalten wurden. Der Durchfluss der Fliissigkeit betrdgt bei diesen
Berechnungen Q) = 600 Liter/min. Die bei diesem Flusswert Oy in [3] gefundenen optimale
Abmessungen des rechteckigen Kanals (B = 0,08 m und H = 0,0466 m), wurden in diesen
Berechnungen ebenfalls verwendet. Aus Tabelle 1 folgt, dass der Wert N = 321 aus der Sicht
des gewdhlten Genauigkeitskriteriums (128) hinreichend genau ist. Bei allen in Tabelle 1
genannten N; — Werten waren 30.000 Zeitschritte bis zum Zeitpunkt ¢ = 0,03597 s
erforderlich. Das Rechennetz fiir den Fall Ny = 161, N, = N3 = 12 ist im Bild 5 dargestellt. Fiir
die graphische Darstellung der Ergebnisse ldngs des spiralformigen Kanals wurde der Kanal
langs einer geraden Linie ausgerichtet.

In den Bildern 9 sind die Oberfldchen fiir den Druckverlauf p und fiir die resultierende
Geschwindigkeit # im Querschnitt = 0.5 in den zwei Zeitpunkten ¢ = 300007 = 0,03597s und
t = 37000t = 0,04437 s dargestellt. Es ist offensichtlich, dass die Losung bis zu diesen
Zeitpunkten stetig ist. Die Bilder 10 zeigen die Isolinien einiger Parameter des
Stromungsfeldes in verschiedenen Querschnitten des Kanals. Es sei angemerkt, dass in den
Bildern 10 (a), wie auch in 16 (a), ein lokales kartesisches Koordinatensystem verwendet
wurde, dessen Ursprung (0, 0) in der unteren Ecke des Querschnitts & = const, d.h. in der

Néhe von der =z - Achse liegt. Die Koordinaten von 7 wund Zz dndern sich geméif
7=yx’+3y°—(a-0,5B) und z=z-(c¢&—-0,5H)an den Rindem O0<7<B und
0<z < H,. In den Bildern 10 (b) und 10 (c), wie auch in 16 (b) und 16 (c), ist die horizontale
Koordinate die dimensionsbehaftete Bogenldnge des Kanals, welche ldngs der § — Achse in
Meter gemessen wird. In vertikaler Richtung verlduft die Koordinate 7 . Es ist zu erkennen,
dass ldngs der 7 - Achse, d.h. faktisch ldngs der n — Achse, sich die GroBen p und p nur
schwach dndern. Dies ist auch unmittelbar aus dem Bild 9 (a) sichtbar.

Das Profil der resultierenden Geschwindigkeiten u, v, w ldngs der £ — Achse unterscheidet

sich zu den Zeitpunkten ¢=0,03597 s und ¢=0,04437 s im starken Malle voneinander (siche
Bild 11): bei t =0,03597 s gibt es ungefihr in der Mitte des spiralformigen Kanals ein Gebiet
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mit einer stehenden Stromung (siehe auch Bild 12 (b)). Unterhalb dieses Stromungsgebietes
bewegen sich die Fliissigkeitsteilchen im Kanal von oben nach unten in Richtung des unteren
Ausgangs vom Kanal, oberhalb dieses Gebietes — von unten nach oben in Richtung des
oberen Ausgangs vom Kanal. Dieser Effekt ist damit verbunden, dass jede
Verdichtungswelle, die zu einem bestimmten Zeitpunkt am unteren Ende des Kompensators
entsteht, sich nach oben ausbreitet und dabei Fliissigkeit aus dem Kompensator verdrangt.
Weil jedoch jeder Verdichtungswelle eine Verdiinnungswelle folgt, streben die Fliissigkeits-
teilchen gleich wieder zum unteren Ausgang des Kompensators.

Es ist klar, dass die stehende Zone im Laufe der Zeit in Richtung der oberen Offnung des
Kompensators wandert. Zum Zeitpunkt ¢ = 0,04437 s (sieche Bilder 11 (b) und 12 (c) ) hat sie
offensichtlich den Kompensator verlassen, wobei in diesem Moment der Modul des

Geschwindigkeitsvektors in der Mitte des Kompensators seinen grofften Wert erreicht.

t=10.03597 Sek. t=10.03597 Sek.

4125 5
100
75 0
2%8 p, bar ) o m/s
04 V/0.04
02 g 0.02p
0
t=0.04437 Sek.
2 iR
e Z
p, bar 4 ;}::,::;% _05 u, m/s
/4 0.04
s, m 0.02

(a) (b)

Bild 9: Oberflache des Drucks p = p(& 7 0,5, t) (a) und der resultierenden Geschwindigkeit u = u(& 7 0,5, ¢)
(b) in verschiedenen Zeitpunkten ¢. Volumenstrom Q, = 600 Liter/min., B = 0,08 m., H = 0,0466 m.

Im Bild 13 sind einige numerische Ergebnisse dargestellt, die fiir den Fall eines stetigen
Druckverlaufes (12) am Eingang des Kanals erhalten wurden. Aus Bild 13 (b) ist zu erkennen,
dass die dreidimensionale Stromung im spiralférmigen Kanal zu verschiedenen Zeitpunkten
stetig bleibt.

Bild 14 zeigt einen Vergleich der dreidimensionalen Berechnungen des mittleren Druckes p
und der mittleren resultierenden Geschwindigkeit u; am oberen Ausgang des spiralformigen

Kanals ¢ = smax mit den Ergebnissen der eindimensionalen Berechnung auf der Grundlage des
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TVD — Schemas zweiter Ordnung von [3]. Der mittlere Druck zu jedem Zeitpunkt 7, wurde

aus dem mittleren arithmetischen Mittel der Druckwerte py ,, ;, bestimmt. Die mittlere

resultierende Geschwindigkeitstangente %, im Querschnitt ¢ = sy.x Wurde aus dem

entsprechenden arithmetischen Mittelwert

n

n n
x ) u . +( ) v . +(z ) Wl
( ),, ( &) y,oi2 -2,k Ve N-12  Nml/2. )k &)y 1 W12k
t

U )<z = 2 2 2
% )y H )yt (2)
\/( $IN-1/2 Ve N-1/2 $)N-1/2

, berechnet.

Wie aus Bild 14 zu erkennen ist, stimmen die dreidimensionalen Berechnungen mit den
eindimensionalen gut iiberein. Der maximale Druck p,., am Ausgang des Kompensators
betrdgt bei der eindimensionalen Berechnung 152,245 bar, bei der dreidimensionalen
Berechnung — 148,93 bar (Tabelle 1). Damit ergibt das mathematische Modell der
dreidimensionalen Stromung einen etwas niedrigeren maximalen Druck po, als das
eindimensionale Modell. AuBlerdem kann aus Bild 14 (b) abgeleitet werden, dass sich die
Fliissigkeit im spiralformigen Kanal vorrangig tangential zu seinen vertikalen Winden
bewegt.

Sowohl im Falle einer stetigen als auch unstetigen dreidimensionalen Strémung entstanden im
Gegensatz zu den eindimensionalen Berechnungen (siehe [3]) im spiralformigen Kanal keine
negativen Driicke. Ein moglicher Grund wird im folgenden Sachverhalt gesehen: Es wird
angenommen, dass in einem bestimmten Punkt P(x,y,z) der Druck sein Minimum erreicht hat.
Das bedeutet, dass iiberall in der unmittelbaren Umgebung des Punktes P der Druck hoher ist
als in diesem Punkt. Diese fiihrt zu einem Druckgradienten in alle drei Richtungen & #, {und
damit zu einem Zufluss von Fliissigkeit zum Punkt P. Im Ergebnis erhoht sich die Masse und

mit ihr die Dichte in der Zelle des Punktes P. Mit anderen Worten, gewéhrleistet das drei-

AL ST
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Bild 10: Verteilung der Stromungsfeldgrofien zum Zeitpunkt ¢ = 0,04437 s; (a) Isolinien der Dichte im Quer-
schnitt &€ = 159,5A¢; (b) Isobaren im Querschnitt = 0,5; Isolinien der resultierenden Geschwindigkeit

im Querschnitt £=0,5 .
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Bild 11: Profil der resultierenden Geschwindigkeit u, v, w langs der Achse s = & im Querschnitt 7= 0,5, {= 0,5
bei t=0,03597 s; (a) bei = 0,04437 s; (b): ): u (durchgehende Linie), v (gestrichelte Linie), w (Punkte).

dimensionale Modell einen stirkeren Zufluss der Fliissigkeit aus verschiedenen Richtungen
zu einem Punkt als das eindimensionale. Obwohl, wie bereits oben erwéhnt, die Fliissigkeit

vorrangig tangential zu den Wiénden flie8t, gewihrleisten offensichtlich selbst kleinste Fliisse

einen noch positiven Druck, z.B. von 10 "' bar.
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Bild 13: Numerische Ergebnisse fiir den Druck im Fall O, = 600 Liter / min im Querschnitt # = 0,5, {=0,5;
(a) Druckverteilung im Eingangsquerschnitt & = s, in Ubereinstimmung mit (12); (b)
Druckverteilung
(b) léngs des spiralformigen Kanals zu verschiedenen Zeitpunkten: durchgehende Linie - # = 23000 z =

0,02758 s; gestrichelte Linie - # = 30000 7 = 0,03597 s.; punktierte Linie - £ = 37000 7 = 0,04437 s.
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Bild 14: Mittlerer Druck (a) und resultirende tangentiale Geschwindigkeit (b) als Funktion der Zeit im
Querschnitt & = sy, des Kanals. Durchgehende Linie — Ergebnisse der dreidimensionalen
Berechnung bei t = 0,04437 s; punktierte Linie — Ergebnisse der eindimensionalen Berechnung

mit dem TVD — Schema aus [3].

7.2.3. Unstetige Losung

Wie bereits in [3] gezeigt wurde, ist die Fliissigkeitsstromung am unteren Ende des
spiralformigen Kanals im Falle von unstetigen Randbedingungen (13) bei t > 0 ebenfalls
unstetig. In diesem Fall wird die Frequenz der Bildung von StoBwellen durch die Frequenz
der Druckschwankungen gemédl3 (13) bestimmt.

Die Ergebnisse der dreidimensionalen Berechnungen, welche in den Bildern 15 — 20

dargestellt sind, wurden mit Hilfe eines krummlinigen Raumgitters, bestehend aus 321x12x12
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Knoten, erhalten. Bild 15 zeigt die Oberflichen des Drucks p und der resultierenden
Geschwindigkeit # im Querschnitt = 0,5 in den Zeitpunkten ¢ = 14000 7 = 0,01679 s und # =
50000 7 = 0,05996 s. Der Zeitpunkt t = 0,01679 s wurde so gewdhlt, dass es mdglich war zu
zeigen, wie sich die erste StoBwelle, die sich am unteren Ende des Kompensators bildet,
ausbreitet. Im Bild 16 werden die Isolinien einiger Parameter des Stromungsfeldes in
verschiedenen Querschnitten dargestellt. Aus den Bildern 15 und 16 ist ersichtlich, dass ldngs
der 7 - Achse, d.h. faktisch lings der # — Achse, sich die Grofen p und p nur schwach éndern.
Dieser Sachverhalt wurde bereits im Falle einer stetigen Stromung festgestellt.

Das Profil der resultierenden Geschwindigkeiten u, v, w langs der &-Achse unterscheidet sich
jedoch bei t = 0,01679 s und ¢ = 0,05996 s erheblich voneinander (siehe Bild 17): bei ¢ =
0,01679 s tritt in der oberen Hilfte des spiralférmigen Kanals eine stehende Strémung auf
(sieche auch 18 (a)). Unterhalb dieser Zone flieen die Fliissigkeitsteilchen von unten nach
oben in Richtung des Ausgangs vom Kanal, oberhalb dieser Zone — von oben nach unten in

Richtung des Eingangs vom Kanal.

Dies ist damit verbunden, dass aus dem Gebiet mit dem erhohten Druck hinter der
Druckwellenfront die Fliissigkeit von unten nach oben aus dem Kompensator getrieben wird.
Oberhalb dieser Druckwellenfront wird sie jedoch auch gleichzeitig in den Kompensator
gepumpt. Deshalb flieBen die Fliissigkeitsteilchen oberhalb der Druckwellenfront im
spiralformigen Kanal weiter von oben nach unten. Folglich gibt es bei #=0.01679 s innerhalb
des Kompensators ein kleines Gebiet, in dem die in entgegengesetzte Richtung flieBenden
Fliissigkeitsteilchen aufeinander stoen. Dies fiihrt zur Bildung einer von unten nach oben
wandernden Ruhezone, die sich gemeinsam mit der Druckwellenfront fortpflanzt. Der
Zusammenstol3 dieser aufeinandertreffenden Strome fiihrt jedoch nicht zu einer merklichen
Druckerhdhung in diesem Gebiet. Die Griinde dafiir sind: a) in dimensionslosen Einheiten ist
die Intensitit der Druckwelle sehr niedrig; b) die Stromungsgeschwindigkeit der

Spiilfliissigkeit liegt im Bereich von 5 — 10 m/s und ist damit relativ klein.

t=0.01679 Sek.

t=0.01679 Sek.
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t=10.05996 Sek.

@) (b)

Bild 15: Druckoberflache p = p(& 7 0.5, ) (a) und resultierende Geschwindigkeit u = u(& 73 0.5, ¢t) (b) zu
verschieden Zeitpunkten ¢ bei einem Volumenstrom von Qy = 600 Liter/min, B =0.08 m und

H=0.0466 m.

Wie aus dem Bild 18 (b) zu erkennen ist, bewegt sich die Fliissigkeit im Moment #= 0.0599 s
von unten nach oben iiber die gesamte Lange des Kanals. Dies ist der Tatsache geschuldet,
dass in diesem Moment der Druck iiberall gleich dem Druck hinter der Druckwellenfront ist
(sieche auch Bild 15 (a)).

Im Bild 19 sind die numerischen Ergebnisse, die fiir den Fall der unstetigen Druckfunktion
(13) erhalten wurden, dargestellt. AuBBerdem ist z erkennen, dass der Druck hinter der
Druckwellenfront im Zuge ihrer Fortpflanzung in Richtung des oberen Ausgangs abfillt (Bild
19 (b)). Das bedeutet, dass der Kompensator einen Dampfungseffekt hat.

0.025F
0.02¢F
0.015¢F
0.01} 3-93
0.03
0.005'ﬁ 88%A
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 2 4 6 8
(a) (b)
0.05
0.04
0 HHR e
o b R R
0 2 4 6 8
(c)

Bild 16: Verteilung der Gréfien im Stromungsfeld bei ¢ = 0.05996 s; (a) Isolinien der Dichte im Querschnitt
&= 159.5A¢; (b) Isobaren im Querschnitt £ = 0.5; (c) Isolinien der resultierenden Geschwindigkeit u
im Querschnitt = 0.5.
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Bild 17: Profile der resultierenden Geschwindigkeit u, v, w langs der Achse s = & im Querschnitt 77= 0.5, £= 0.5

bei 1=0.01679 s (a) und bei #=0.05996 s (b): u (durchgehende Linie), v (gestrichelte Linie) und
w (Punkte).
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Bild 18: Plot des Vektorfeldes

der Stromungsgeschwindigkeit
fiir verschiedene Zeitpunkte:
(a) t=0.01679 s und

(b) £=0.05996 s.
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Bild 19: Numerische Ergebnisse fiir den Druck bei Oy = 600 Liter/min im Querschnitt # = 0.5, {=0.5:
(a) Druckverteilung am Eingangsquerschnitt & = s,,;, gemal (13);
(b) Druckverteilung langs des spiralformigen Kanals zu verschiedenen Zeitpunkten:
durchgehende Linie - ¢#= 14000 7= 0.01679 s; punktierte Linie z = 50000 7z = 0.05996 s.
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Bild 20: Mittlerer Druck (a) und tangierende resultierende Geschwindigkeit (b) als Funktion der Zeit am Aus-
gangsquerschnitt & = s, des Kanals: durchgehende Linie — Ergebnisse der dreidimensionalen Be-
rechnung bei t=0.05996 s, punktierte Linie — Ergebnisse der eindimensionalen Berechnung mit dem

TVD-Verfahren [3].

Im Bild 20 werden die Ergebnisse der dreidimensionalen Berechnung des mittleren Druckes
und der tangierenden resultierenden Geschwindigkeit u; am Ausgangsquerschnitt & = spyax des
Kanals mit den Ergebnissen der eindimensionalen Berechnungen auf der Grundlage des
TVD- Verfahrens [3] dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die Ergebnisse der drei- und eindi-
mensionalen Berechnungen gut iibereinstimmen. Der maximale Druck p,, am Ausgang des
Kompensators betrdgt bei eindimensionaler Berechnung 155.724 bar und bei dreidimen-
sionaler Berechnung - 152.416 bar. Das mathematische Modell der dreidimensionalen
Stromung ergibt damit wie erwartet einen etwas groBeren Ddmpfungseffekt als das eindimen-
sionale Modell.

Im Bild 20 ist auBerdem zu erkennen, dass bei der Berechnung mit dem TVD- Verfahren die
Druck- und Geschwindigkeitsspriinge liber die Zeit nicht so intensiv verwischt sind, obwohl
nur 200 Zellen auf der x — Achse zum Einsatz kamen. Das ist damit verbunden, dass das
TVD- Verfahren, beschrieben in [3], von zweiter Ordnung aber das Verfahren von Roe — von

erster Ordnung der Genauigkeit ist.

8. Zusammenfassung der Ergebnisse

In der vorliegenden Arbeit wurden ein Differenzenverfahren fiir die Berechnung einer
dreidimensionalen Stromung von kompressiblen Fliissigkeiten in einem spiralférmigen
Kompensator fiir drehschlagende Bohranlagen und einige Ergebnisse der mit diesem
Verfahren durchgefiihrten numerischen Berechnungen vorgestellt. Das Ziel dieser
Berechnungen bestand in der Prizisierung der in [3] erhaltenen Ergebnisse auf der Grundlage

des eindimensionalen Modells.

61



Die umfangreichen Berechnungen haben gezeigt, dass die grundlegenden Schlussfolgerungen
in [3] sich im vollen Umfang bestdtigt haben. Insbesondere ist hervorzuheben, dass die
dreidimensionalen Berechnungen im Vergleich mit den eindimensionalen einen groferen
Dampfungseffekt ergeben. Dies liegt daran, dass das dreidimensionale Modell die Geometrie
des spiralformigen Kompensators viel besser als das eindimensionale Modell widerspiegelt.
Deshalb kann auch unterstellt werden, dass die dreidimensionalen Berechnungen genauere
Aussagen liber den realen Dampfungseffekt des Kompensators erlauben.
Fir die konstruktive Gestaltung und Auslegung von spiralformigen Kompensatoren wird
deshalb folgende Vorgehensweise vorgeschlagen:
1) Optimale Auslegung und Konstruktion des vorgeschlagenen spiralformigen
Kompensators durch eine Serie eindimensionaler Berechnungen.
2) Uberpriifung der vorgeschlagenen Konstruktion und des spiralformigen Kompensators
mit Hilfe von dreidimensionalen Berechnungen.
Aus den oben durchgefiihrten Berechnungen lassen noch zwei weitere Schlussfolgerungen
ableiten:
- Die Berechnungen zeigen, dass die numerischen Losungen nur sehr schwach von der

radialen Koordinate 7 abhédngig sind. Deshalb kann durch Mittelung liangs der
radialen Koordinate7 aus den Gleichungen (18) ein quasizweidimensionales Modell

fiir die Beschreibung der instationdren Fliissigkeitsstromung im spiralférmigen Kanal
des Kompensators abgeleitet werden. In einem derartigen Modell hdngen die
Stromungsparameter nur von den Variablen & {und ¢ ab. Der praktische Einsatz eines
solchen Modells flihrt zwangsldufig zu einer erheblichen Einsparung an Rechenzeit.

- Durch értliche Anderung der Kriimmung des Kanals, z. B. durch lokal eingegrenzte
glatte Erhebungen oder Beulen , kann der Dampfungseffekt des Kompensators
verstirkt werden. An allen Punkten mit einer sprungartigen Anderung des
Krimmungsradius erfolgt eine Diffraktion der Druckwellen, d.h. eine vielfache
Reflektion der Stromung an den Wénden des Kanals. Die damit verbundene
Verldngerung des Stromungsweges der Fliissigkeitsteilchen und VergroBerung der
Reibung an der Rohrwand des Kanals fiihrt zu einem stiarkeren Dampfungseffekt des
Kompensators. Derartige kleine Anderungen der Geometrie des Kanals kénnen nur
mit Hilfe eines dreidimensionalen Rechenmodells beriicksichtigt werden. Das in
dieser Arbeit vorgestellte Rechenmodell und Fortran - Programm bietet dazu eine gute

Basis.
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Anhang 1: Ausdriicke fiir die Matrizen R;,R; und R;

Zunichst werden die Ausdriicke fiir die Matrizen A, B, C formuliert, die in die Formeln (60)

eingehen:
0 1 0 O 0 0O 1 0 0 0 0 1
c—u 2u 0 0 —-uv v u 0 -uw w 0 u
A = 5 B = 2 2 5 C =
—uv v u 0 c=v 0 2v 0 —vw 0O w v
—uw w 0 u -w 0 w v A=w 0 0 2w
In der Zerlegung
A=J(£A+EB)RAR, (A1)

ist A; — Diagonalmatrix, auf deren Hauptdiagonale die Eigenwerte der Matrix A stehen,
wobei vielfache Eigenwerte sich auf der Diagonale entsprechend ihrer Multiplizitit

wiederholen.
Es sei X; — der rechte FEigenvektor der Matrix A, d.h. Xj erfiillt die Gleichung
Aka =4X,, k=1,..,4. Wenn, wie bekannt, die Spalten der Matrix R; sich in der

Zerlegung (A.1) aus den Koordinaten der rechten Eigenvektoren der Matrix A
zusammensetzen, dann ist

R; = (X1|X2/X3|X4). (A.2)
Die vertikalen Ziige in (A.2) trennen eine Spalte von der anderen.

Analog sei Y der linke Eigenvektor der Matrix A, der dem Eigenwert A4 entspricht, d.h. Yy
erfiillt die Gleichung

YA=AY, , k=1,.,4

Damit bestehen die Zeilen der Matrix R;' bei der Zerlegung (A.1) aus den Koordinaten der

linken Eigenvektoren der Matrix A, dh.
Yl

R1_1= L ,

Y
Y4

wobel die horizontalen Striche eine Zeile von der anderen trennen.
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Fiir die Berechnung der Matrizen R; und A; bei der Zerlegung der Matrix A (A.1) kdnnen
folgende, im System Mathematica 4.1 integrierte Funktionen eingesetzt werden:

Eigenvalues[A] und Transpose[Eigenvectors[A]]. Integriert sind auBerdem die eingebauten
Funktionen JordanDecomposition[A], welche gleichzeitig R; und A; berechnet. Deshalb

wurde gerade die Funktion

[R;, A;] =JordanDecomposition[As],

wo As = A , a ist, eingesetzt.
As=diag(, ", 250, 450, 00, A0 = A =i, A0 = A0 —Je|VE|, AN = AV +Je| VE,

|VEREI+EL, a=Eu+é, .

Im Ergebnis wurde folgender Ausdruck fiir die Matrix Rl gefunden:

0 0 1 1
w w
Sy ¢S +ulVE| & +u|VE|
R S w|V¢| w|V{E| (A.3)
0 —c§, +v|VE[ & +v|V{E]
w|V¢E| w|V¢E|
1 0 1 1

Bei der Ableitung der Formel (A.3) wurde der Sachverhalt, dass geméB (27) die Ableitung

& = 0 ist, genutzt. Dies fithrte zu einer wesentlichen Vereinfachung der Ausdriicke fiir die
Elemente der Matrix R, .

Aus der Formel (A.3) ist ersichtlich, dass in einigen Elementen der Matrix Rl im Nenner die
resultierende Geschwindigkeit w steht. Damit entstehen im Fall w = 0 in diesen Elementen
Singularititen. Andererseits ist bekannt, dass die Matrix Rl in der Jordanschen Zerlegung

nicht eindeutig bestimmt ist. Tatsdchlich, wenn D; eine nichtsingulare diagonale Matrize und

R, =RD, ist, dann folgt aus R,A,R;":

RAR'=RDA, (RD,) =RDAD'R'=RAR'=A.
Demnach kann man eine solche diagonale Matrize D; wihlen, die gewéhrleistet, dass keine
Singularitdten in den Elementen der Matrix (A.3) auftreten. Diese Forderung erfiillt die

folgende Matrix D;:
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D; = diag(c, ¢, w, w).

Im Ergebnis ist:

_w

C
0 0 1 1 us, —vé,
c|VEP

0 —cS, —céx +u cffx +u

. . , R = S+ E £
0 & —c&,+v & +v 1 l[1+—§xu gva _or

c 0 w w

WO &, =&, /|VELE, =&, 1|VE].

In analoger Weise kann die Jordanische Zerlegung folgender Matrix

wO

B=J(7,A+7,B)=R,A,R;' |

|

(A4)

A2 =diag(A,?, 1,7, 152, 42, AP =47 =00, AP =40 -Je| V|, AP =47 +Jc|Vn|,

|Vnl=yni+n,. $=nau+n,v.

w

- 0 0
c

1 1 un, —vn, o n 17,
—en, —ehru e vu| L cIAanzA c|Vnl cIVAnlz
~cil,+v e v |t l(HMj A B

w w 2 c 2c 2c
1(1—Mj 7. .

2 c 2c 2c

o |-

wo 7.=n./|Vnl=cosg, n,=n,/|Vn|=-siné unter Berlicksichtigung der Formel (27)
durchgefiihrt werden. SchlieBlich ist

WO

C=J( ,A+{B+{.C)=RAR; ,

As = diag®, 259, 29, 249), 20 = 20 = I, 40 =40 = Je| VL |, A =20+ Je | VL),

IV [=yCe+C0+C2, Ww=Cu+d v+ w.

65



0 0 1 1
ce . a A
e —i -l +u ¢l +u
R3= é,x é,x s
0 c —céc},+v cé’y+v
c 0 —cécz+w cé’z+w
~ ~ ~ Az ’\2 ~ ™ ~ ~ ~ ~
C(Gurlp)-(&7+ 8w 22 L8 &+
c c c
Ax ‘yu— Ajv+gaz(—§czv+§;yw) _éA’x Ay 4534_5’22 _gA'y AZ
R_l_ C C C C
3 T A a A
1, T
2 2c|V{| 2c 2c 2c
1w L4 g
2 2c|V{| 2c 2c 2c
Hier ist
Ce=C VGl & =8, 1IVEL §o=¢. 11V
Aullerdem gilt:

Det(R;) =—2¢°| V4 < 0, Det(Ry) =—2¢°| V7 < 0, det(Rs) =—2¢°| 7.

Bei der Umwandlung von ¢, in Null wurden folgende Ausdriicke fiir R; u R3'1 genutzt:

é,zv_élyw 0 _élz é,y
c|VEP c|VEP | VP
0 o0 1 1 —u 1 0 0
0 c u u 1 c c
R, = A A R, = : : : 2
Pl 0 =, 4y ol Hv | 7 l[1+ WVt ZWJ 0 s —C.
-c¢, 0 —cfz +w cgzz +w 2 ¢ 2c 2c
2z V+ow 0 Sy gz
2 c 2c 2c

Dabei ist det(R;) = —2¢°| V¢l < 0.

Abschliefend wird das mit Mathematica 4.2 geschriebene Programm JacABC.nb fiir die
analytische Berechnung der Matrizen A, B, C, R,, Rv'l, v = 1,2,3 dargestellt. In
Ubereinstimmung mit den Formeln (83) — (85) fiir die Stromfunktionen von Roe, miissen fiir
die praktische Realisierung des Verfahrens von Roe die Matrizen R,2w(A)R," berechnet
werden. Das Programm JacABC.nb berechnet die analytischen Ausdriicke fiir diese
Matrizen. Das Programm enthélt auBBerdem eine Kontrolle iiber die Richtigkeit der erhaltenen
Ausdriicke. Im Fortran — Programm, das die numerische Berechnung auf der Grundlage des
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Verfahrens von Roe realisiert, sind diese Ausdriicke fiir die Matrizen RV\V(A)RV'1 aus dem
Mathematica — Programm JacABC.nb. integriert.

Das Mathematica-Programm JacABC.nb fuer die Berechnung
der Jacobi-Matrizen A,B,C

Die Berechnung der Jacobi-Matrizen A,B,C

U ={p, ql, 92, q3};

£f={ql,9q1*2/p + Log[p], 9l*g92/p, gl *xg3/p};
A = Table[D[f[[i1]], U[[31]11, {1, 4}, {3, 4}1:
A=A/.{gqlo>p*xu, g2->p*Vv,g3>p*W};
A=A/.{1/p>»c"2};

A = Simplify[A];
g={92,91*q9q2/p, q2*2/p + Log[p]l, 92+q3/p};
B = Table[D[g[[i]], U[[J1]1 1, {i, 4}, {3, 4}];
B=B/.{gql->p*u,g2->p*xVv, g3 ->p*xW};
B=B/.{1l/p-c*2};

B = Simplify[B];

Print["A = ", MatrixForm[A], "; B = ", MatrixForm[B]];

h = {g3,9l*xq3/p,92*xq93/p, 93°2/p + Log[p]};

CC = Table[D[h[[i]], U[[3111, {1, 4}, {3, 4}1;
CC=CC/.{gql->p*u, g2->p*v, g3 >p*xW};

CC =CC/.{1/p»c*2};

CC = Simplify[CC];

Print["C = ", MatrixForm[CC]];

(# --- Der partikulaere fall csiz = 0 --- %)
(¥ ---- Die Matrix Fs ---- %)

Fs = Jxcsix*A + J+xcsiy*B;

{R1, 1lam} = JordanDecomposition[Fs];

laml = lam /. {csix - &x, csiy - &£y}’

Print["Die Eigenwerte der Matrix J(&xA + &yB)"];
Print["21 = ", laml[[1, 1]], "; A2 = ", laml[[2, 2]]1]~;
Print["23 ", laml[[3, 3]], "; xga = ", laml[[4, 4]1]1]1;
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drl - PowerExpand[drl /. {csix2 -»1/J0%2 - csiy*2}];

Print["det(R1) = ", Simplify[drl]];

Rlinv = FullSimplify[Inverse[R1l]];

Rlinv0 = PowerExpand[Rlinv /. {c*xcsix”“2+c*csiy*2->c/J072}];
Rlinv0 = PowerExpand[R1linvO /. {csix”*2 + csiy*2 ->1/J072}];
Rlinv0 = R1linv0 /. {csix -» &x, csiy - &y, JO0 - Jo};

Print["Rl'1 = ", MatrixForm[R1linvO0]];

Fsl = Simplify[Rl.lam.Rlinv - Fs];

Print["Der Jacobi-Kommutator = ", MatrixForm[Fsl]];

(* ---- Die Matrix Gs ---- %)

Gs = Jxetax*A + Jxetay*B;

{R2, lam} = JordanDecomposition[Gs];

laml = lam /. {etax - nx, etay- ny};

Print["Die Eigenwerte der Matrix J(nxA + nyB)"];

Print["21 = ", laml[[1, 1]], "; A2 = ", laml[[2, 2]]]~;
Print["aA3 = ", laml[[3, 3]], "; x4 = ", laml[[4, 4]1]11];

R2 = FullSimplify[R2];

Dl = {{c 14 0/ 0/ O}I {Ol cetaxl ol o}l {OI OI wl 0}’ {OI OI 0/ w}};
R2 = Simplify[R2.D1];

R20 = PowerExpand[R2 /. {etax”*2 + etay*2->1/B172}];

R20 = R20 /. {etax -» nx, etay- ny};

BB = B; ClearAll[B]; R20 = R20 /. Bl -» B;;

Print["Rz = ", MatrixForm[R20]];

dr2 = Det[R2];

dr2 - PowerExpand[dr2 /. {etax2 -»1/B1%2 - etay”*2}];

dr2 = dr2 /. B1 - B1; Print["det(R2) = ", Simplify[dr2]];

B = BB; R2inv = FullSimplify[Inverse[R2]];

R2inv0 PowerExpand[R2inv /. {cxetax”*2+ c*retay*2 >c/B172}];
R2inv0 PowerExpand[R2inv0 /. {etax"2 + etay”*2 ->1/B1"2}];
BB = B; ClearAll[B];

R2inv0 = R2inv0 /. {etax -» nx, etay- ny, Bl- B1};

Print["Rz‘1 = ", MatrixForm[R2invO0]];

Fsl = Simplify[R2.lam.R2inv - Gs];

Print["Der Jacobi-Kommutator = ", MatrixForm[Fsl]];

(¥ --- Der allgemeine Fall, Matrix J (§xA + LyB + £zC) --- x)

Print["Der allgemeine Fall, Matrix J(8xA + LyB + £zC)"];
B = BB; Hs = zetax*xJ*A + zetay*J*»B + zetaz x JxCC;

{R3, lam} = JordanDecomposition[Hs];

laml = lam /. {zetax - Lx, zetay - Ly, zetaz -» £z}’
Print["Die Eigenwerte der Matrix J(CxA + EyB + £zC)"];
Print["21 = ", laml[[1, 1]], "; A2 = ", laml[[2, 2]]1]~;
Print["A3 = ", laml[[3, 3]]]; Print["xg4 = ", laml[[4, 4]]];
R3 = FullSimplify[R3];



D1 = {{c, 0, O, O},

{0, c*x zetax, 0, 0},

{0, 0, -(cxzetaz - wxSqrt[zetax”*2 + zetay”*2 + zetaz”2]) /

Sgrt[zetax”2 + zetay” 2 + zetaz*2], 0},

{0, 0, 0, (c+zetaz + wx Sqrt[zetax”2 + zetay”*2 + zetaz”2]) /
Sqgrt[zetax”2 + zetay” 2 + zetaz”*2]}};

R3 = Simplify[R3.D1];

R30 = R3 /. {zetax - Ex, zetay - Ly, zetaz - £;};

Print["R3 = ", MatrixForm[R30]];
dr3 = Det[R3] /. {zetax - Cx, zetay - Ly, zetaz > £z}’
Print["det(R3) = ", Simplify[dr3]];

R3inv = FullSimplify[Inverse[R3]];

R3inv0 = R3inv /. {zetax -» {x, zetay-» {y, zetaz - £z}’
Print["R3‘1 = ", R3inv0];

Fsl = Simplify[R3.lam.R3inv - Hs];

Print["Der Jacobi-Kommutator = ", MatrixForm[Fsl]];

(# --- Der partikulaere Fall, Matrix Hs, zetax=0 --- %)
Print["Der partikulaere Fall, Matrix J(ZyB + £zC)"]:
Hs = zetay*J*B + zetaz+ J*CC;

{R30, lam} = JordanDecomposition[Hs];

laml = lam /. {zetax - Lx, zetay - Ly, zetaz - §;};

Print["Die Eigenwerte der Matrix J(ZyB + £zC)"];

Print["x1 = ", laml[[1, 1]], "; A2 = ", laml[[2, 2]]1];

Print["23 = ", laml[[3, 3]], "; x4 = ", laml[[4, 4111

R30 = FullSimplify[R30];

D1 = {{c, O, O, O},

{0, c*xzetax, 0, 0},

{0, 0, -(cxzetaz - wxSqrt[zetax”*2 + zetay”*2 + zetaz”2]) /
Sgrt[zetax”2 + zetay” 2 + zetaz*2], 0},

{0, 0, 0, (c+zetaz + wx Sqrt[zetax”2 + zetay”*2 + zetaz”2]) /

Sqgrt[zetax”2 + zetay” 2 + zetaz”*2]}};

R30 = Simplify[R30.D1];

R30 = {{0, 0, 1, 1}, {O, c, u, u},

{c* zetaz, 0, -c* zetay / Sqrt[zetay”2 + zetaz*2] +v,

cx zetay / Sqrt[zetay”*2 + zetaz*2] + v},

{-c* zetay, 0, -c* zetaz /Sqrt[zetay*2 + zetaz”*2] + w,

c* zetaz / Sqrt[zetay”2 + zetaz”*2] +w}};
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R300 = R30 /. {zetax » Lx, zetay - Ly, zetaz » £z}’
Print["R3p = ", MatrixForm[R300]];

R30inv = FullSimplify[Inverse[R30]];

R30inv0 = R30inv /. {zetax » {x, zetay - Ly, zetaz > £z}’
Print["R30"1 = ", MatrixForm[R30invO0]];

dd = Simplify[Det[R30]] /. {zetay-» Ly, zetaz - £z}’
Print["Det(R39) = ", dd];

Fsl = Simplify[R30.lam.R30inv - Hs];

Print["Der Jacobi-Kommutator = ", MatrixForm[Fsl]];

(*# Die Berechnung von RlxLamlx*R1%-1 =)

psibl = {{psil, O, O, O}, {O, psil, O, O}, {O, O, psi3, 0},
{0, 0, 0, psid}};

psiD10 = psiDl /. {psil > y¢[r1], psi3 > ¢ [r3], psid > yY[rsa]l};
Print["¢y (A1) = ", MatrixForm[psiD10]];

psiA = Rl.psiD1.Rlinv; psiA = Simplify[psiA];

psiA0 = PowerExpand[psiA /. {csix"2 + csiy*2-51/3J072}];

psiA0 = psiA0 /. {csix - &x, csiy-» &y, J0 - Jo};
pPsiAO0 = Simplify[psiAO]; psiAO0 = Expand[psiAO0];
pPsiAQ0 = FullSimplify[psiAO];

psiAO0 = psiAO0 /. {psil - ¢¥1, psi3 - ¢¥3, psid - Y4},
Print["Die eingefuehrten Notationen:"];
Print["¢i1= ¥ (A1) ¥3= ¥(A3); ¥a= ¥ (ra)"];
Print["Riy (A1)R1"! = ", psiA0];

(+ Die Validierung des Ausdruckes fuer Ri ¢ (A1) Ri~1:
falls ¢ (A1) = I ist, soll auch Rj ¢ (A1) R1"1 =T sein #)

PsiAOI = psiAO /. {y1->1, ¥3->1, Ya-> 1};

PsiAOI = FullSimplify[psiAOI];

PSiA0I = psiBOI /. {&x° + £y » 1/ J0%};

Print["Der partikulaere Fall: ¥y (A1) = I"];

Print["Rlz//(Al)Rl'1 = ", MatrixForm[psiAOI]];

(* Der partikulaere Fall: csix = 1, csiy = 0 %)
Print["Der partikulaere Fall: &x = 1, Ey\ = 0"];
psiA0 = psiA0 /. {&€&x~» 1, &y - 0};

Print["Riy (A1)R1! = ", psiA0];

(* Die Berechnung von R2xLam2+R27-1 %)

psiB = R2.psiD1.R2inv; psiB = Simplify[psiB];
PowerExpand[psiB /. {etax”*2 + etay*2 -1 /B172}];
psiB0 = psiBO0 /. {etax - nx, etay - ny};

BB = B; ClearAll[B]; psiBO = FullSimplify[psiBO /. Bl » Bi];
psiBO = psiBO0 /. {psil - ¢1, psi3 - ¥3, psid - Ya};

Print["Ray (A2)R2"1 = ", psiB0];
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(* Die Berechnung von R3xLam3+R3%-1 =)

psiC = R3.psiD1.R3inv; psiC = Simplify[psiC];
psiCO0 = psiC /. {zetax - Ex, zetay- Ly, zetaz - £z}’
psiCO = psiCO /. {psil - ¢¥1, psi3 - ¢¥3, psid - Y4},

Print["Ray (A3)R3™ ! = ", psiCO];

(*# Die Berechnung von R30xLam3*R30%-1 &)
Print["R3z,lf(A3)R3'1 im partikulaeren Fall &x= 0"];

psiCO0 = R30.psiD1.R30inv; psiCO0 = Simplify[psiCO0];
psiCO0 = psiCO /. {zetax - Lx, zetay-» Ly, zetaz - £z}’
psiCO = psiCO /. {psil - ¢¥1, psi3 - ¢¥3, psid - Y4},
Print["Ray (A3)R3™ L = ", psiCO];
0 1 0 0 0 0 1 0,
A . |CP-u 2u 0 0, o -uv. v u 0
- -uv v u 0/’ - c2-v2 0 2v O
-uw w 0 u -vw 0 w
0 O 0 1
-uw w 0 u
C =
-vw 0O w v
c2-w?2 0 0 2w

Die Eigenwerte der Matrix J(&xA + £yB)

A= Juéx+JvEy; A2 = Juéx+JIvey

23 0= JUEx+TVEy -CTA[E2+E2; Ag = Jux+JIvEy+cTfEL+E2

Die neue Notation eingefuehrt Jo = J/(B1H1) = a + Bi(n - 0.5)
0 1 1

_ng u-cJdgéy u+cdgiéy

R1

Q O O o

céx v-cJoéy v+cIgéy
0 W 4
det (R1) 2c?
e = -
. J0
W 0 0 L
c c
J% (-véEx+udy) Jg €y J% x 0
Rfl _ c c c
L<1+M) Jo £x Jo ¢y
2 c 2cC 2c
1 Jo (uéx+vey) Jp €x Jo €y
2 2cC 2c 2c
0O 0 0 O
D J bi -K tat = 0000
er aCoOpnl —Kommutator = 0 0 0 0
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Die Eigenwerte der Matrix J(nzA + nyB)

A1 = Junx +JdJvny; A2 = Junx+Jvny

23 0= Junx+Jvny-cJa/n+n; A4 = Junx+JIvny+cIni+nd

0 0 1 1 \
0 -cny u-cBingy u+cByny
Ry =
0O ¢cny v-c¢Biny v+cCcBiny
c 0 w w
det (R 2 ¢’
e = -
(R2) B,
- 0 0 L
c c
Bf (-vrix+uny) B B ny BY ny 0
R2—1 _ C C C
;<1+w> _Biox  _Biny
2 c 2c 2cC
1 Bl(unx+vny) B1 nx B1 ny 0
2 2cC 2cC 2c
0O 0 0 O
) 0O 0 0 O
Der Jacobi -Kommutator = 00 0 O
0O 0 0 O

Der allgemeine Fall, Matrix J(CxA + CyB + £zC)
Die Eigenwerte der Matrix J(CxA + CyB + [zC)

A1 = Julx +JIJviy+Iwlz; A2 = Julx+JIJviy+Iwl;

A3 = Ju§X+Jv§y+Jw§Z—cJ\/m
g = Ju§X+Jv§y+Jw§Z+ch

0 0 1 1
_ Cng _ng u- clx u+ clx
X
| cg+cg+c3 Jc;%g%c%
cc c¢g

R3 = 0 C §x v - Y vV + Y
£%+Cg L £4+EG+Cg

c 0 W - clz W+ ctlz
£g+cg+es J§%+§§+§%



W (E2+C2) + (UCx+VEy) g CxCz tylz civcd |

-1
= c (83 +C3+ ¢ "c(cgecdecd | c(cgecd+rd) | c(cgeciecd
[Ey b wEa SV(EE LD Ly i o3 i LyLs |
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{i l+u§X+VQy+W§z\,_ Cx . Sy o Ce
cfeiveioc2 ) 2c.feivcivel 2c.feiecieel 2c.[cdecle el
{l Ulx+vEy+wly Cx Ly gz }
2

2c fe2+vc2vc2 2c.[eivcivel 2c.[eivclecl 2c.[e2v v 2

Der Jacobi -Kommutator =

O O O O
O O O O
O O O O
O O O O

Der partikulaere Fall, Matrix J(LyB + £zC)
Die Eigenwerte der Matrix J(LyB + £zC)

A1 = Jv iy +IJwlz; A2 = Jviy+Jw(ly

23 = JVEy +IJWEz -CTACo+ L2 A = JVEy+TwWCz+ CTA| L5+ EZ

0 0 1 1
0 c u u
cg cg
cl; 0 v- —X— v+ —L—
R30 = J§§,+§§ \/§§+§%
—cty 0 w- _Cf2 . _CSfz
J§§,+§% J§§+§§
Wwly-vZiz 0 Zz 3 Cy
c§§+c§% c§§+c§% c(§§+§%)
_u 1 0 0
C C
R3p ' = 111, VEyrWEly 0 - Sy _ Cz
2
c /§§+§% 2¢c §§+§% 2¢ §§+§%
1 VIiy+W iz 0 Cy Ly
2
2c.[cgcs 2cJ§§+§% 2cJ§§+§%

Det (R30) = -2 ¢ /&2 + 2

Der Jacobi -Kommutator =

O O O O
O O O O
O O O O
O O O O
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Y] 0 0 0
0 ¥r] 0 0
0 0 0 Ylrg]

Die eingefuehrten Notationen :
1= Y (A1) 5 ¥3= Y (A3); Ya= Y (r4)
Ry (A1)R1T =

({Jo (WEx+V Ey) (U3 -Ya) +C (U3 +¥a) Jo Ex (-3 + ¥g) Jo €y (=¥3 + Uyg)
L 2 cC ! 2 cC ! 2 cC

14

1
{5 (90 (uéy (v (¥3-va) +c oy (241 U3+ ¥a)) -

Ex ((c-u) (c+u) (Y3-¥g) +cvdoly (-2¥1+¥3+d4)))),
Jo (2cTg&¥1 +uly (-3 +Wg) +CJoEL (U3 + Ua))
2C
Jo &y (u (=¥3+dyg) +cJo&x (-2U1 +¥3 +¥g))
2C

1
{55 (Jo (véx (u(U3-¥a) +cToEx (-291 + U3+ ) -

4

, 0},

Ey ((c-v) (c+V) (Y3-Y4a) +cudoéx (-2¢1+¥Y3+¥a)))),
Jo Ex (V (=¥3+dyg) +cTo &y (-2U1 +¥3 +¥yg))
2c
Jo (VEy (~¥a+¥q) +C o (2501 +E5 (U3+Yq))) 0}
2cC ’ !
W (Jg (Wéx+VEy) (U3-dyg) +c (=21 +¥3+dy))
{ = ,
wJg Ex (-¥3+¥yg) wWdo &y (“¥3+Ya) w}}
2C ! 2C r YLrg

14

Der partikulaere Fall: ¢y (A1) = 1

Riy(A1)R1 ™ =

O O O

o O+ O

O = O O
(@]

Der partikulaere Fall: &x = 1, &y= O

-1 udo (¥3-¥a) +C (Y3+¥a) Jo (-¥3+¥a)
R (A1) R = , , 0, 0¢,
W (A1) Ry {{ oo e }
{_ (c-u) (c+u) Jdo (¥3-¥a) Jo (u(=¥3+¥a) +Ccdo (¥3+¥a)) 0 O}
2c 14 2c 14 14 14
vJo (u (¥3-Yg) +CcJo (-2%1+Y3+¥4)) VI (-¥3+¥a) 2
{ ’ ’ Jollflr O}I
2c 2cC
W (udg (¥3-Y4) +C(-2¥1+¥3+¥q)) WIp (-¥3+¥g)
{ ’ ’ OI LZ/l}}
2c 2cC
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By (unx+vny) (b3-Wa) +c (¥3+ ¥g)
Row (A2)Re = {{— ! ;c : o

By nyg (-¥3+¥g) Biny (-¥3+ ¥g) }
2c ! 2c ! !

14

1
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2cC
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2C 14 4

1
{5 (B (vnx (W(Ws-va) +cBinx (291 +¥3+Ya)) -

14

ny ((c-v) (c+v) (Y3-da) +cuBinx (-2¢1+¥3+¢a)))),
By1nx (Vv (=¥3+¥a) +cBrny (-2¢1 +¥3+¥q))

4

2C

By (Vny (-¥3+¥g) +CB1 (203 ¥1+n3 (U3+¥4))) .
2c ! }'

{W(Bl (Unx+vny) (Wz-Ya) +c (-2¢1+¥3+Yq))
2c !

WB1 Ny (~¥3+dg) WB1ny (-¥3+Ya) w}}

2c ! 2c r VL
1 uly+vie,+wcl 1 uly+vi,+wcl
R3y (A3)R3™ 1 = {{? 1+ - Y “ s+ 5 - Y =y,
c\/m 2cfC2+ 22
Cx (U3 + ¥g) Cy (U3 + ¥y)

14 ’

2C«/§>2<+§§.+§% 2C«\/§>2<+§§.+§%
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(C(VExCy+Wlxlo-u (E5+E2)) (201 -¥3-Wa) +u (ulx+ v Cy+wls)

\CE+C2+ 82 (W3- W) +C” Cx[ TR+ C2+ 82 (~¥3+Ua)),

WEx [ C2+ 2+ L2 (—U3+da) +C (2 (C5+C2) U1+ C23+ L% va)
2c (C3+C82+E2)
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14

14

1
{2c<§§+§§+§%>
(c(Cy (WCx+WEz) -V (C5+C3)) (201-¥3-a) +V (UEx +V Ey+ W Ey)
T2+ C24 T2 (Y3 - W) + CP By~JCE+ E2+ B2 (-y3+ua)),
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2c (Cg+C4+C%)

VEyA[C2+E2+ L2 (Y3 +Ua) +C (2 (C5+CF) U1+ L5 (U3 +Ya))

2c (C%+C8+C%)

Co (VAJCE+E2+ 82 (U3 +¥a) +Cly (201 +Y3+Ya)) :

2c (£2+82+2) L

4

4

1
{2c<§§+§§+§§>
(- (w (Ce+C5) - (UCx +VvEy) Cz) (201 -U3-Ya) +W (WEx+ Vv Cy+wlz)

\JCE+C2+ L2 (W3- Ua) +C%Can[CR+C2+E2 (—¥3+Ua)),
Cu (WA[C2+C2+C2 (U3 +¥a) +CCy (-2U1+¥3+Ya))

2c (8g+ 88+ C3)

Cy (WAfC2+ 82+ C2 (-3 +ua) +Cly (-201+ U3 +Ya))

2c (Lg+ L5+ %)

WCz [ CE+C+ L2 (U3 +da) +C (2 (C5+C5) U1 +E2 (¥3+da)) \

14

14

2c(C2+¢%+L2) }
R3$(A3)R3'l im partikulaeren Fall &x= 0
N ”l V§y+w§Z (1 v§y+w§Z
Ry (03)R3 ™t = ({5 |1v ——— | U3+ |5 - va,
C«/§§+§% \ 20«[§§+§%

Cy (U3 +¥sq) &y (-d3+¥y)

” 20«/§§+§§ , 20«/§§+§§

1,
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Ui,

1
u Yl + 5 u

vEiy+wl,

Cm 2 2c.fet+c3
uly (-¥3+¥a) ul, (-¥3+dy)

20«/§§+§% , 20«/§§+§§ ,

1

1 v§y+w§2
1+

va,

2[]3+U[

T
L2c (82 +22)

(cCz (WEy-vEz) (201 -¥3-4a) +

V (V Oy + WCz) A2+ E2 (W3- ¥a) + C® Ty [T+ CZ (~u3+ua)),

VEyAJE2+E2 (—¥3+da) +C (28501 + ELUs+ CaUa)

0, )
2cC (§§+ c2)
€z (Vm (=¢3 +y¥s) +Ccly (—2W1+¢/3+W4)>
2C(§§.+§%) }’
{20 (€2 +£2) (-cly (WEy-vEz) (201-d3-va) +
v Z
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0,

14

71



Anhang 2: Mathematica - Programm ,,Jacobi.nb“ fiir die Berechnung

der metrischen Ableitungen und der Jacobi - Determinante

(¥ -—=---- Metrische Ableitungen ----- *)
xksi = D[x[u, v, w], ul; xeta = D[x[u, v, w], Vv];
xzeta=D[x[u, v, w], w]; yksi = D[y[u, v, w], ul;

yeta= D[y[u, v, w], v]; yzeta=D[y[u, v, w], w];
zksi = D[z[u, v, w], ul; zeta = D[z[u, v, w], V],

zzeta=D[z[u, v, w], w];

Jac = Simplify[xksis* (yeta * zzeta - yzeta* zeta) -
vksix (xeta » zzeta - xzeta * zeta) +

zksi * (xeta » yzeta - yeta* xzeta)];

Regel = {u-»> §,v->n, w>¢,Bl1-B;, Hl>H;, cl->c1};
Jacl = Jac /. Regel;

Print["J = ", Jacl];

{xksil, ycsil, zksil} = {xksi, yksi, zksi} / Regel;
Print["x, =", TraditionalForm[xksil], "; y¢ =",

TraditionalForm|[ycsil], "; z¢ =", TraditionalForm[zksil]];

{xetal, yetal, zetal} = {xeta, yeta, zeta} /. Regel;

Print["x, = ", TraditionalForm[xetal], " y, = ",
TraditionalForm|[yetal], "; z, = ", TraditionalForm[zetal]];
ksix = (yetax zzeta - yzeta x zeta) / Jac;

ksiy = (zeta=x xzeta - xeta x zzeta) / Jac;

ksiz = (xeat=xyzeta - yeta *x xzeta) / Jac;

{ksix1l, ksiyl, ksizl} = {ksix, ksiy, ksiz} /. Regel;
Print["&x = ", TraditionalForm[ksix1l], "; &y = ",
TraditionalForm[ksiyl], "; £z = ", TraditionalForm[ksizl]];

etax Simplify[ (zksi* yzeta - yksi *x zzeta) / Jac] ;

etay Simplify[ (xksix zzeta - xzeta *x zksi) / Jac];

etaz = (yksisx xzeta - xksi *x yzeta) / Jac;

{etaxl, etayl, etazl} = {etax, etay, etaz} /. Regel;
Print["nx = ", TraditionalForm[etaxl], "; ny = ",
TraditionalForm[etayl], "; nz= ", TraditionalForm[etazl]];
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zetax = Simplify[ (yksi=x zeta - zksi x yeta) / Jac];
zetay = Simplify][ (xetax zksi - xksi % zeta) / Jac];
zetaz = Simplify][ (xksi* yeta - yksi * xeta) / Jac];

zetaxl = zetax /. Regel; zetayl = zetay /. Regel;
zetazl = zetaz /. Regel;

Print["Ex = ", TraditionalForm[zetaxl], "; &y = ",
TraditionalForm[zetayl]];

Print["Ez = ", TraditionalForm[zetazl]];

(* --- Der Nachweis dreier Identitaeten --- )
Simplify[ksix* xksi + ksiy » yksi + ksiz » zksi]
Simplify[etax * xeta + etay * yeta + etaz » zeta]
Simplify[zetax * xzeta + zetay » yzeta + zetaz » zzeta]

1
J = —B1 (2a+ (-1+2n) B1) H1

2
. By By
Xe =-sin (&) a+77B1—7 ;7 Ye =cos (&) —a—nB1+7 ;7 Zg =C1
Xy = cos (§) Bl yy = -sin(§) By; zy = 0
2 sin (&) 2 cos (&)
Ex = - 7Sy = - 7 &z =0
2a+(2n-1) By 2a+(2n-1) By
cos (&) sin (&) 0
Nx = B]_ ’ 77y - B]_ ;o TNz=
2sin (&) ¢ 2 cos (&) ¢
Ex = 28H1+27]B1H1—B1H1’ gy 2aH +2nByH -B1 H
1
€z = ——

Hy
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